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           Resumo 

 

 A necessidade de informações precisas sobre o 

comportamento das ondas nas regiões costeiras tem 

despertado o interesse de diversos setores no estud o e 

desenvolvimento de modelos numéricos de propagação de 

ondas.  No presente trabalho é feita a descrição de um 

modelo numérico de refração-difração espectral line ar  

baseado na aproximação parabólica para a equação de  

declividade de suave. Uma série de simulações foi 

realizada com o modelo no intuito de se estudar as 

variações do campo de ondas em função de alterações  do 

número de componentes do espectro direcional de 

energia. Os resultados destes testes permitem concl uir 

que o modelo apresenta um bom desempenho em regiões  

cuja batimetria é complexa. A comparação com 

experimentos de laboratório mostra ainda que o camp o 

de ondas calculado pelo modelo se aproxima bastante  da 

realidade, tanto no caso de espectros com energia 

distribuída entre faixas estreitas de frequência e 

direção (de banda estreita), quanto no caso de 

espectros com energia distribuída entre faixas ampl as 

de frequência e direção (de banda larga).  
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1. Introdução 

 

 O estudo da dinâmica dos ambientes costeiros é de 

fundamental importância para o desenvolvimento de 

áreas como a oceanografia e a engenharia costeira. 

Esses ambientes estão sujeitos a grandes impactos p or 

serem largamente explorados.  

 Entre todos os agentes físicos que intervêem na 

dinâmica costeira, as ondas superficiais são os 

elementos mais importantes, pois representam a 

principal e mais constante fonte de energia mecânic a 

nestes ambientes.   

 Ondas superficiais oceânicas são perturbações em 

torno de um estado de equilíbrio que se propagam na  

interface ar-mar. O presente estudo aborda aspectos  da 

propagação dessas ondas, que são geradas pelo vento  e 

têm a gravidade como agente restaurador.   

 As ondas oceânicas tem atraído a atenção de 

estudiosos ao longo da história. Aristóteles (384-3 22 

BC) observou a existência de uma relação entre as 

ondas e os ventos, e esta tem sido objeto de estudo  

desde então (Open University, 1989).  

 A implementação de obras costeiras depende da 

habilidade de se prever as ondas e do grau de 



confiança dessas previsões. O conhecimento do 

comportamento das ondas torna-se indispensável tamb ém 

para o gerenciamento ambiental, uma vez que será um  

parâmetro essencial no planejamento das formas de 

utilização sócio-econômicas do litoral.    

 O objetivo deste trabalho é estudar as 

transformações sofridas pelas ondas superficiais na  

região de Arraial do Cabo, RJ. Para tal fim será 

utilizado um modelo de refração-difração espectral 

linear desenvolvido por Kirby & Ozkan (1994). Este 

modelo numérico calcula o campo de ondas para uma 

região admitindo uma representação espectral do est ado 

de mar e inclui efeitos de empinamento e refração-

difração combinados.    

 Esta primeira parte do trabalho (estágio 

orientado I) apresenta uma breve revisão dos 

princípios físicos que governam as transformações d e 

ondas em águas rasas, uma descrição sucinta do mode lo 

numérico a ser aplicado e resultados de testes de 

validação do modelo. Na segunda etapa (estágio 

orientado II), o modelo será efetivamente aplicado à 

região de estudo. 

 

 



 

2. Área de Estudos e Aspectos do Clima de Ondas 

 

 Devido à sua localização geográfica (fig. 1), a 

região em estudo está exposta a ondas originárias d os 

quadrantes sul e norte.  

 As primeiras estão associadas a tempestades 

originadas pelo deslocamento de frentes frias, pode ndo 

apresentar direções de origem entre sudoeste e sude ste 

em função do desenvolvimento de centros de baixa 

pressão associados aquelas frentes. Podem ser gerad as 

por tempestades locais ou ocorrer na forma de 

ondulação ( swell ). No segundo caso, apresentam 

períodos que podem variar de 9 a 18 seg.. Ondas 

originárias do quadrante sul podem ter alturas que 

chegam a atingir 7 m. Embora estes extremos não ten ham 

sido observados na região em estudo, foram registra dos 

pela bóia da PETROBRAS localizada na bacia de Campo s 

(Seixas, comunicação pessoal; Candella, 1996). Essa s 

ondas são, também, as que apresentam maior importân cia 

para a dinâmica costeira em todo litoral sul-sudest e 

do Brasil, estando associadas a ressacas capazes de  

causar estragos consideráveis, como a descrita por 

Innocentini & Pellegatti Franco (1992). 



 As ondas de NE estão associadas a ventos oriundos 

do centro de alta pressão semi-estacionário do 

Atlântico Sul. Uma vez que a região em estudo 

localiza-se dentro da área de influência deste cent ro, 

tais ondas são, em geral, classificadas como vagas 

( wind sea ). O período típico varia entre 4 e 8 seg. e 

a altura entre 0,5 e 1,5 m (Melo Filho et al , 1991). 

Em agosto de 1985, porém, foram observadas ondas co m 

essa direção principal e altura estimada em mais de  2 

m, que acarretaram a destruição parcial do quebrama r 

do porto do Forno em Arraial do Cabo, R.J. (Candell a, 

1996). 

 



 

Figura 2.1 - Imagem do satélite LANDSAT, composição  dos canais 1, 2 e 4, 

mostrando a localização da região de Arraial do Cab o, R.J.  

 

 

3. Princípios Físicos Básicos 

 

 A propagação de um trem de ondas sobre a 

plataforma continental é acompanhada de uma série d e 

transformações. Processos como empinamento, refraçã o, 

difração e arrebentação, entre outros, são 

responsáveis por mudanças significativas das 

características iniciais das ondas em águas profund as. 

Para descrever suas características em águas rasas,  



torna-se necessário um estudo dos processos físicos  

responsáveis por estas transformações.    

 Uma forma de avaliar esses efeitos admite, como 

hipótese básica, que as variações no meio de 

propagação são muito suaves em relação a distâncias  da 

ordem de um comprimento de onda. O resultado é um 

ajustamento suave do escoamento às características do 

meio, originando um trem de ondas cujas 

características variam lentamente no espaço (“slowl y 

varying wave train”)(Mei, 1983). 

 No presente estudo, o campo de correntes não é 

incluído. Nesse contexto, as modificações do meio d e 

propagação ocorrem principalmente devido a variaçõe s 

de profundidade. À medida que um trem de ondas se 

propaga sobre regiões com profundidades cada vez 

menores, a velocidade de propagação da energia por ele 

transportada (C g) e o comprimento de onda se reduzem. 

Para que o fluxo de energia seja conservado, a 

densidade de energia deve aumentar, resultando em u m 

aumento da altura da onda. Este fenômeno é conhecid o 

como empinamento ( shoaling ). 

 Variações espaciais de profundidade (na região 

costeira) provocam variações da velocidade de fase ao 

longo das cristas de ondas. Como resultado, a direç ão 



de propagação das ondas também sofrerá alterações. 

Esta mudança de direção é denominada refração, 

processo que pode causar convergência (focalização)  ou 

divergência de energia, provocando assim um aumento  ou 

diminuição da altura da onda.  

 O método clássico para o estudo da refração 

baseia-se numa extensão da Lei de Snell, relação ca paz 

de quantificar o desvio sofrido por um raio de luz que 

atravessa meios com diferentes propriedades físicas . O 

método mostra-se bastante efetivo na previsão de 

alturas de onda em regiões que apresentam topografi a 

de fundo suave, como é o caso de praias abertas com  

isóbatas aproximadamente paralelas. 

 No caso de ambientes que apresentem batimetria 

muito complexa, como, por exemplo, a presença de il has 

ou montes submarinos, a Lei de Snell se torna incap az 

de calcular corretamente o campo de ondas, resultan do 

na previsão de alturas de onda irreais. Nestes caso s, 

o fenômeno dominante é o da difração. 

 A difração é o processo que descreve um 

“espalhamento” lateral de energia, resultante do 

aparecimento de fortes gradientes locais de altura da 

onda. Os fenômenos de difração e de refração podem 

ocorrer simultaneamente. 



 Existe ainda a possibilidade de ocorrência de 

dissipação da energia da onda durante a sua propaga ção 

devido ao atrito com o fundo. Entretanto, Rego (199 2) 

mostra que, em plataformas continentais como a do 

litoral sudeste, esse efeito pode ser considerado 

desprezível.  

  

 

4. Modelo Matemático 

 

 O presente capítulo apresenta uma descrição do 

modelo matemático utilizado por Kirby & Ozkan (1994 ), 

baseado na aproximação parabólica para a equação de  

declividade suave de Berkoff (1972, apud  Radder, 

1979). 

 O modelo admite a hipótese de que o escoamento é 

incompressível, invíscido e irrotacional. 

 A teoria de ondas de pequena amplitude, ou teoria 

linear, admite que as ondas tem pequena amplitude e m 

relação a seu comprimento de onda e à profundidade 

local. Uma breve apresentação desta teoria é feita a 

seguir. Um maior detalhamento pode ser encontrado, por 

exemplo, em Dean & Dalrymple (1991).  

 A equação da conservação da massa é dada por 



     ( )∂ρ
∂

ρ
t

u+ ∇ =
r

0          (3.1) 

sendo, o operador Nabla definido como: 

  ∇ = 








∂
∂

∂
∂

∂
∂x y z

, ,   

  ρ a densidade do fluido e 

  
r
u  o vetor que representa a velocidade do 

           escoamento    

 Assumindo-se a condição de incompressibilidade do 

fluido, o que significa admitir ρ constante, a equação 

fica 

     ∇ ⋅ =
r
u 0                     (3.2) 

 Esta é também a equação da continuidade para um 

escoamento incompressível. 

 Considerando-se ainda a condição de 

irrotacionalidade do escoamento, o campo de 

velocidades pode ser representado por uma função 

potencial de velocidades ( ∅(x,y,z,t)), definida por: 

     
r
u = ∇∅                      (3.3) 

 Substituindo-se a equação (3.3) na equação (3.2), 

obtem-se: 

    ∇ ∅ =2 0( , , , )x y z t               (3.4) 

onde, x e y são as coordenadas horizontais 



  z é a coordenada vertical contada a partir da  

    superfície em repouso, e 

  t é o tempo 

 A equação (3.4) é também chamada equação de 

Laplace. Sua solução permite a análise de escoament os 

incompressíveis, invíscidos e irrotacionais. Para 

isso, é preciso obter uma representação para o 

potencial de velocidade ( ∅) que satisfaça à equação de 

Laplace. 

 A obtenção da solução requer o estabelecimento de 

condições que a função potencial de velocidade ( ∅) 

deve satisfazer nos contornos. São três as condiçõe s 

de contorno a serem satisfeitas, uma para o fundo e  

duas para a superfície livre. A solução para a equa ção 

de Laplace é apresentada resumidamente no apêndice A. 

 A forma final para o potencial de velocidades 

para ondas de pequena amplitude é: 

   ∅ =
+H g k h z

kh
kx t

2 ω
ω

cosh ( )
cosh

cos sen            (3.5) 

onde, H é a altura da onda 

  ω é a frequência da onda, dada por ω π= 2 / T   

  g é a gravidade, e  

  k é o número de onda, dado por k L =  2π /  



 Os efeitos da propagação de ondas na vertical 

são, na prática, da ordem de meio comprimento de on da 

e, no máximo, um comprimento de onda. Na dimensão 

horizontal, esses efeitos são da ordem de centenas de 

comprimentos de ondas. Isso equivale dizer que as 

consequências da propagação de ondas na superfície do 

oceano são mais representativas, em estudos regiona is, 

na horizontal que na vertical (Alves, comunicação 

pessoal). 

 Com base na hipótese que a estrutura vertical do 

escoamento, f(z), gerado pela onda é localmente 

insensível à inclinação do fundo, por ser este suav e, 

chega-se à seguinte forma para f(z) (Liu, 1986, 199 0): 

    f z
k z h

kh
( )

cosh ( )
cosh

= +
                  (3.6) 

onde k representa o número de onda, dado pela relaç ão 

de dispersão: 

    ω2 = ⋅ ⋅g k khtanh( )                   (3.7) 

 Considera-se que a onda se propaga sobre um fundo 

localmente  plano e horizontal. Esta aproximação é 

obtida analogamente àquela usada para ondas de luz 

(teoria WKB) e assume, como princípio básico, que a s 

variações de profundidade são muito pequenas se 

comparadas ao comprimento de onda. Detalhes do 



desenvolvimento desta aproximação são encontrados e m 

Mei (1983) e no apêndice B. 

 O resultado final é a obtenção de uma equação que 

descreve apenas a estrutura horizontal do escoament o 

associado a ondas que se propagam em meios com 

variações suaves de fundo. Por este motivo, a equaç ão 

deduzida pela primeira vez por Berkoff (1972, apud 

Radder, 1979) é também chamada equação de declivida de 

suave (EDS). 

    ( )∇ ⋅ ∇ + =h g h gCC k CCφ φ2 0             (3.8)  

 

 

4.1. Interpretação Física da EDS  

 

 Liu (1986) apresenta uma interpretação física 

para a EDS que admite, em princípio, que a onda em 

questão é plana monocromática, sendo a função 

potencial descrita por: 

    φ( , ) ( , ) ( , )x y A x y eiS x y=                 (3.9)       

onde  A x y
g H x y

( , )
( , )

=
ω 2

 corresponde à amplitude da onda 

  H(x,y) é altura da onda 

  S(x,y) é a função fase da onda. 

 Substituindo-se a eq.(3.9) em (3.8), obtêm-se: 



   ∇ ∇ + =h g h
iS

g
iSCC Ae k CC Ae2 0         (3.10)

 Desenvolvendo-se a equação acima, têm-se: 

  
( ) ( )[ ] ( )

( )
∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅ ∇

−∇ ⋅ ∇ + =

h g h h g h h g h

h g h g

S CC A CC A S i CC A

S CC A S k CC A2 0
  (3.11) 

 Multiplicando-se esta equação por A e separando-a 

em uma parte real e outra imaginária, obtêm-se: 

( ) ( )A CC A CC A CC S k A CC A S ig h h g g h h g h∇ + ∇ ⋅ ∇ − ∇ −

 








+ ∇ ⋅ ∇ =2 2 2 2 0  

(3.12)  

 A parte real pode ser rearranjada como: 

   
( )

∇ − =
∇

+
∇ ⋅ ∇

h
h h g h

g
S k

A

A

CC A

CC A
2 2

2

       (3.13) 

 Alves (comunicação pessoal) comenta que a 

existência de diferenciais de primeira e segunda 

ordens no lado direito da eq.(3.13) demonstra que a s 

alterações da fase da onda e do número de onda 

resultam da existência de gradientes locais de 

amplitude, formados por outros processos que não 

somente a refração. A equação (3.13), portanto, 

governa a fase da onda. 

 O lado esquerdo da eq.(3.13), se igualado a zero, 

torna-se: 



       ∇ − =hS k2 2 0   ⇒ k Sh= ∇     (3.14)

 Esta equação estabelece que as variações no 

número de onda estão diretamente associadas às 

variações de fase da mesma. Este é um conceito bási co 

da teoria dos raios  (Munk & Arthur, 1951), segundo  a 

qual as variações da altura da onda ao longo da sua  

propagação são o resultado de refração pura. 

 A parte imaginária da equação (3.12) é: 

    ( )∇ ∇ =h g hCC A S2 0                 (3.15) 

 Introduzindo-se a definição do vetor velocidade 

de grupo: 

    
r
C C

S
Sg g

h

h
= ∇

∇
                    (3.16) 

e a da velocidade de fase da onda C
k

= ω
, a eq.(3.15), 

torna-se: 

    ∇ ⋅ ⋅ ∇





 =h g hk

C S A
ω r 2 0              (3.17) 

 O desenvolvimento desta equação, considerando-se 

que a frequência da onda ( ω ) é invariável ao longo da 

sua propagação, resulta em: 

   ( )∇ ⋅ = −
∇

⋅ ⋅ ∇
∇





















h g
h

g h
hC A

k
S

C
S

k
A

r 2 2       (3.18) 

Por definição, 
r
C Ag

2
  é o fluxo de energia da onda. 



 O termo do lado esquerdo da eq.(3.18) representa, 

portanto, a taxa de variação do fluxo de energia. P ela 

teoria dos raios, que considera somente a refração,  a 

taxa de variação do fluxo de energia é dada por: 

     ( )∇ ⋅ =
r
C Ag

2 0       (3.19) 

 A existência do termo do lado direito da 

eq.(3.18) demonstra que a variação do fluxo de ener gia 

pode ocorrer devido a outros processos físicos que não 

a refração. Tais alterações são resultado de mudanç as 

na fase da onda (S) que, por sua vez, são provocada s 

pelos gradientes de amplitudes, conforme estabeleci do 

pela eq.(3.13). 

 Com base nas considerações feitas acima, pode-se 

dizer que a variação do fluxo de energia e da fase da 

onda, descritos pelos termos do lado direito das 

eqs.(3.13) e (3.18), representam o fenômeno da 

difração (Liu, 1986). 

 A EDS, portanto, é a equação que governa a 

propagação de ondas superficiais de gravidade sobre  

fundo com inclinação suave, incluindo efeitos de 

refração, difração e empinamento. Os efeitos 

resultantes dos demais processos de transformação e m 

águas rasas - reflexão e dissipação de energia - po dem 



ser incluídos a partir de formulações apropriadas 

(Liu, 1986, 1990).     

 

4.2. Aproximação Parabólica 

 

 O fato de a EDS (3.8) ser uma equação elíptica de 

segunda ordem em x e y implica em dificuldades no q ue 

tange a sua solução através de técnicas numéricas. 

 Inicialmente, é necessário que as condições de 

contorno em todas as fronteiras sejam estabelecidas . A 

determinação dessas condições é um problema 

complicado, uma vez que, no caso da propagação de 

ondas oceânicas até a costa, uma das fronteiras é 

representada pela zona de arrebentação. Essa região  

não apresenta posição definida a priori  em função da 

natureza aleatória e variável no tempo e no espaço do 

processo de arrebentação de ondas, tornando a condi ção 

de contorno nesta fronteira incerta.  

 Além disso, a solução numérica para a EDS requer 

um espaçamento de malha muito pequeno o que, 

consequentemente, demanda um esforço computacional 

muito grande. A aplicação de técnicas numéricas par a a 

solução da EDS completa demonstra que, em regiões c om 

dimensões maiores que 10L 2, onde L é o comprimento da 



onda em estudo, o uso dessa equação torna-se 

proibitivo devido ao esforço computacional requerid o 

(Panchang et al , 1986; Rego, 1992).  

 Em vista das dificuldades colocadas acima, faz-se 

necessária a obtenção de uma forma aproximada para a 

equação que governa as transformações de ondas em 

águas rasas (EDS). Uma alternativa é transformar a 

equação elíptica em uma do tipo parabólica, cuja 

resolução numérica é mais facilmente obtida. Tal 

método é conhecido como aproximação parabólica. 

 Esse método surgiu em 1944 e foi, inicialmente, 

aplicado ao caso de propagação de ondas superficiai s 

de gravidade por Radder (1979). No presente trabalh o, 

a aproximação parabólica é desenvolvida para a EDS 

(daqui em diante abreviada pela sigla APEDS) como 

tentativa de reduzir o esforço computacional, sem q ue 

ocorram perdas substanciais das informações sobre o  

campo de ondas. 

 Segundo Liu (1990), o conceito básico deste 

método é converter a EDS num conjunto de equações q ue 

descrevem a propagação de um trem de ondas que poss ui 

uma direção preferencial, considerando ainda o flux o 

de energia na direção transversal à de propagação. 



 Existem diversas formas de se obter as equações 

parabólicas partindo-se da EDS (Radder, 1979; Liu e t 

al., 1986). A primeira metodologia usada para obter  a 

aproximação parabólica baseia-se no método da matri z 

de separação ( splitting method ), que divide o campo de 

ondas em uma parte refletida e outra transmitida 

(Radder, 1979), o que resulta numa equação de prime ira 

ordem. Uma metodologia mais geral, que permite obte r a 

APEDS de ordem superior numa forma semelhante à 

utilizada no modelo estudado, é descrita em Liu (19 90) 

e reproduzida a seguir. 

 O primeiro passo consiste em transformar a EDS na 

equação de Helmholtz ( ∇ + =2 2 0ξ ξk ). Isso é obtido 

através de uma mudança de variável: 

    ( )φ ξ=
−

CCg
1 2/

                       

(3.20) 

sendo ξ  o potencial de velocidades modificado. 

 A forma da EDS dada pela eq.(3.8) ou no apêndice 

B (B.2) pode ser reescrita como: 

    ∇ +
∇

⋅ ∇φ + =2 2 0φ φ
CC

CC
kg

g
               

(3.21) 

onde, ∇ = ∇h    



 Substituindo-se (3.20) em (3.21) obtém-se: 

  ( ) ( ) ( )
∇ + ⋅ ∇ −

∇
+

















⋅ =−2 1 2 2 1 2
2

2
2

2
0ξ ξCC CC

CC

CC
kg g

g

g

/ /   (3.22) 

  O primeiro termo dentro dos colchetes na eq. 

acima pode ser desenvolvido, resultando em: 

  ( ) ( )
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 Rearranjando a eq.(3.22) a partir de (3.23), têm-

se: 
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 Com base no termo entre colchetes na eq.(3.24), 

pode-se definir o número de onda(k c) como 
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            (3.25) 

e substituindo-se a eq.(3.25) em (3.24), a EDS toma  a 

forma da equação de Helmholtz:      

      ∇ + =2 2 0ξ ξkc            (3.26) 

 Para o caso de ondas propagando-se sobre fundo 

com inclinação suave, sem dissipação de energia, o 

último termo da eq.(3.25) é desprezado por ser de 



segunda ordem (Rego, 1992). Portanto, k c pode ser 

aproximado por  

     k kc
2 2≈                     (3.27) 

e é determinado a partir da relação de dispersão 

(3.7). 

 Considerando-se que essa aproximação baseia-se na 

hipótese que a propagação das ondas ocorre em uma 

direção preferencial (direção x), o potencial 

modificado pode ser representado por: 

    ξ( , ) ( , )ex y A x y ik x= 0                  (3.28) 

onde, A é a amplitude complexa da onda ,e 

  k 0 é valor do número de onda calculado na 

fronteira     externa do domínio. 

 A substituição da eq.(3.28) em (3.26) resulta em 

   ( )∂
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 Admitindo-se, ainda, a relação dada por (3.27), a 

eq.(3.29) pode ser simplificada; 
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 Segundo Liu (1986), a escala de variação da 

amplitude da onda na direção de sua propagação (eix o 

x), L x, é muito maior que na direção transversal (eixo 



y), L y. A aproximação parabólica requer, portanto, 

que: 

    O
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L
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 Fazendo-se uma análise dimensional dos termos da 

eq.(3.29), e com base na colocação acima, a variaçã o 

de segunda ordem da amplitude na direção x torna-se  

desprezível, de forma que a eq.(3.30) pode ser 

aproximada por: 
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 A aproximação parabólica para a equação de 

Helmholtz (3.26) é obtida através da substituição d a 

eq.(3.28) em (3.31): 

    ∂ ξ
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∂ξ
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ξ
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y
ik
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 A solução para essa equação deve ser capaz de 

representar a propagação de ondas na dimensão 

horizontal (x,y) e é dada pela seguinte equação (Li u, 

1986): 

    k kk ky x
2 22 2 0+ − =                (3.33) 



onde, k x e k y representam variações de fase da onda nas 

direções x e y, respectivamente.  

 Segundo Liu (1986), a solução que descreve a 

variação do número de onda (k), a partir de suas 

variações nas direções x e y, partindo-se da equaçã o 

completa (3.26), é: 

                     k k kx y= +2 2                   (3.34) 

 Essa solução é válida para ondas que se propagam 

em todas as direções. 

 Uma análise gráfica das soluções dadas pelas 

equações (3.33) e (3.34) mostra que, enquanto a 

eq.(3.33) representa uma parábola, a eq.(3.34) 

descreve um círculo. A eq.(3.33), portanto, 

corresponde a uma forma aproximada da eq.(3.34) qua ndo 

os desvios na direção principal de propagação do tr em 

de ondas são pequenos (Liu, 1986) e a parábola tem sua 

curvatura coincidente com a do círculo. 

 Na busca de uma equação cuja solução seja dada 

pela eq.(3.34), Liu (1986) reescreve a equação de 

Helmholtz na forma: 
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∂
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x
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onde, k c deve obedecer as relações descritas em (3.25) 

e (3.27), onde Q é um operador pseudo-diferencial d ado 

por 
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









1

1
2

2

2

1 2
∂

∂

/

                (3.36) 

 

 

Figura 4.1 - Diagramas mostrando as variações do nú mero de onda para 

as soluções da equação completa dada por Helmholtz (3.34) e da equação 

parabólica (3.33).  

 

 A resolução deste operador é uma tarefa 

complicada, sendo normalmente utilizadas aproximaçõ es 

racionais ou expansões em séries. Dessa forma, a or dem 

de precisão obtida será função do grau da aproximaç ão 

utilizada na solução do operador pseudo-diferencial . 

 O campo total do escoamento de ondas, 

representado pelo potencial de velocidades modifica do 



( )ξ , pode ser separado em um campo transmitido ( )ξ+  e 

num refletido ( )ξ−  

     ξ ξ ξ= ++ −                  (3.37) 

onde admite-se que:  

   ξ+ ∝ eik Qxc    e ξ−
−∝ e ik Qxc             (3.38) 

 A derivação da eq.(3.37) em relação a x, usando a 

eq.(3.38), resulta em: 
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x
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 Analisando-se as equações (3.37) e (3.39), os 

campos transmitido e refletido tornam-se: 
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 Diferenciando as eqs. acima em relação a x e 

usando a equação (3.35) para 
∂ ξ

∂

2

2x
 e (3.39) para 
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têm-se: 
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 Deve-se, agora, tentar obter a solução para o 

operador pseudo-diferencial Q. Admitindo-se que os 



desvios sofridos pelo trem de ondas em relação à su a 

direção preferencial de propagação ( δ ) são pequenos, 

obtêm-se a forma aproximada para a eq.(3.36): 

     ( )Q = +1 2 1 2
δ

/
               (3.44) 

sendo,  δ ∂

∂
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k y
.    

 Para desvios realmente muito pequenos (da ordem de  

δ2 ), um forma ainda mais precisa para a equação acima  

é obtida através da aproximação racional (Rego, 199 2):  
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 Utilizando-se a eq.(3.45) em (3.42) e (3.43), 

chega-se a 
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 Supondo que a declividade da praia é suave o 

suficiente para que a energia se dissipe quase 

totalmente na zona de arrebentação, o campo de onda s 

refletido ( ξ− ) é considerado desprezível. A equação 



parabólica para o campo transmitido ( ξ+ ) governante é, 

então, reescrita na forma 
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 Introduzindo a relação (3.28) para a amplitude 

complexa da onda, a equação (3.48) torna-se 
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onde o campo de ondas transmitido pode ser obtido 

através da transformação de ξ  em φ por meio da eq. 

(3.20).  

 Esta é a forma final da equação parabólica de 

ordem superior que descreve as variações da altura de 

onda resultante das transformações sofridas ao long o 

de sua propagação sobre ambientes cujas propriedade s 

variam suavemente. O modelo matemático utilizado po r 

Kirby & Ozkan (1994) é semelhante à equação (3.49).  

 

5. Modelo Numérico 

  

 Em busca da solução para as equações diferenciais 

governantes do processo em estudo são utilizados 

métodos teóricos, que podem ser analíticos ou 

numéricos.  



 Os métodos analíticos são aplicados em problemas 

cujas hipóteses simplificativas admitem condições d e 

contorno simples. Os métodos numéricos, por outro 

lado, permitem resolver problemas complexos com 

complicadas condições de contorno (Maliska, 1995). 

Estes métodos baseiam-se no processo de discretizaç ão 

de equações diferenciais, reduzindo um problema fís ico 

contínuo a um problema discreto, simplificando sua 

resolução através de técnicas computacionais. 

 A utilização da aproximação parabólica é de 

grande auxílio no estudo das transformações 

decorrentes da propagação de ondas oceânicas em águ as 

rasas, conforme visto no ítem 4.2. Esta aproximação , 

entretanto, não apresenta solução analítica para ca sos 

em que o fundo apresenta variações não uniformes de  

profundidades, devendo ser resolvida através de 

técnicas numéricas. 

 Nos últimos anos o uso de técnicas numéricas em 

engenharia, oceanografia, física e demais áreas afi ns 

têm crescido graças ao desenvolvimento de computado res 

de alta velocidade e grande capacidade de 

armazenamento de dados e ao aparecimento das estaçõ es 

de trabalho, possibilitando, desta forma, a obtençã o 

da solução para complexos problemas numéricos.  



 O método das diferenças finitas, utilizado por 

Kirby & Ozkan (1994) para a solução numérica da APE DS, 

consiste na aproximação das derivadas parciais 

contínuas por diferenças discretas. As aproximações  

podem ser obtidas através da definição da derivada de 

uma função ou da expansão em séries de Taylor, atra vés 

do truncamento da mesma de acordo com a ordem 

desejada. Uma vez obtida, a equação resultante é 

aplicada em um número finito de pontos, dando orige m a 

equações algébricas cuja solução fornece os valores  da 

função desejada nos pontos em questão. 

 Existem duas possibilidades básicas para 

desenvolvimento do esquema numérico e um grande núm ero 

de alternativas que combinam as duas. A primeira, 

chamada explícita, calcula uma variável em cada pon to 

utilizando unicamente os valores da variável no esp aço 

ou tempo anterior. Embora seja eficiente em termos de 

tempo de computação, esse esquema sofre restrições do 

ponto de vista de estabilidade numérica (Maliska, 

1995). No esquema implícito, o valor da variável nu m 

ponto é calculado em função de valores em pontos 

vizinhos que ocorrem em passos espaciais e temporai s 

anteriores e atuais. Como estes últimos são também 

desconhecidos, a solução é obtida iterativamente. A s 



vantagens desse esquema são maior precisão e 

estabilidade. 

 O esquema numérico adotado no modelo em estudo 

consiste na aplicação do método das diferenças fini tas 

na equação governante a partir de um esquema semi- 

implícito conhecido como método de Crank-Nicolson. O 

modelo calcula o campo de ondas para a região estud ada 

através da evolução da solução no espaço. A forma 

final das equações discretizadas por diferenças 

finitas é apresentada em Kirby & Ozkan (1994).  

 

 

6. Testes de Sensibilidade  

    

 O modelo de refração e difração espectral de 

Kirby & Ozkan (1994) simula o campo de ondas em uma  

região que apresenta batimetria complexa a partir d a 

representação espectral do estado de mar. Esta é 

obtida através da análise espectral clássica, por m eio 

da Transformada Discreta de Fourier. 

 A aplicação de um modelo deste tipo demanda um 

grande esforço computacional, principalmente em se 

tratando de computadores PC, uma vez que o número d e 

componentes espectrais é usualmente grande. Visando  ao 



mesmo tempo uma boa representação do campo de ondas  e 

uma redução do esforço computacional, foi realizada  

uma série de simulações, com a finalidade de testar  a 

sensibilidade do modelo a variações do número de 

componentes direcionais e de frequência. 

 A composição dos espectros foi estabelecida 

arbitrariamente, de forma a representar desde um 

grande número de componentes de onda, tanto 

direcionais quanto de frequência, até um caso simpl es 

de uma onda monocromática. As simulações consistem na 

propagação dos espectros sobre uma calota elíptica 

submersa, reproduzindo os experimentos de Vincent &  

Briggs (1989). 

 Os referidos experimentos foram realizados em um 

tanque de ondas de 35 m de largura e 29 m de 

comprimento, apresentando a calota elíptica um raio  

maior de 3.96 m e um raio menor de 3.05 m, com uma 

altura máxima de 30.48 m no seu centro.  

 Os testes aqui descritos foram realizados em 

microcomputador do tipo 486 DX2-66 para duas situaç ões 

caracterizadas por um espectro de banda estreita e 

outro de banda larga.  No caso do espectro de banda 

estreita foram oito simulações, enquanto que para o  de 

banda larga estas totalizam seis. A descrição de ca da 



uma delas, no que diz respeito ao número de 

componentes direcionais, de frequência, tempo de 

processamento e número total de ondas, se encontram  

nas tabelas 1 e 2.  

 Os resultados de cada teste são mostrados, em 

termos de altura significativa normalizada em cada 

ponto do domínio, nas figuras que descrevem o campo  de 

ondas em cada caso simulado (Anexos). Tais resultad os 

foram, ainda, comparados com a altura significativa  

normalizada para um dos perfis transversais medidos  em 

laboratório por Vincent & Briggs (1989), para o cas o 

de propagação de 200 ondas sobre a mesma calota 

elíptica, e, a partir disso, calculado o erro médio  e 

o desvio padrão para cada caso (tabela 3). 

 

7. Resultados   

 

 Os resultados das simulações, considerando a 

variação espacial da altura significativa de onda 

(H s), com o espectro de banda estreita podem ser 

observados nas figuras 1 a 7. A análise comparativa  

dessas figuras revela que a variação de H s é mais 

significativa em situações de alterações do número de 

componentes direcionais (figuras 5 e 8) e que a 



alteração do número de componentes de frequência 

resulta em uma menor variabilidade de H s (figuras 2 e 

8).  

 Os erros médios obtidos para esse espectro são da 

ordem de 10% a quase 30%. Esse último pode ser 

justificado por se tratar da propagação de uma onda  

monocromática, enquanto os demais se mostraram dent ro 

do esperado. Observa-se que quanto menor o número 

total de ondas, maior o erro médio, pois o 

espalhamento direcional é menor, o que resulta em u ma 

maior concentração da energia da onda em uma mesma 

direção. 

 Para o espectro de banda larga (figuras de 9 a 

14), a alteração do número de componentes direciona is 

e de frequência não resultou em diferenças tão 

significativas, não sendo possível afirmar a qual 

delas o modelo seria mais sensível. Os erros médios  

foram da ordem de 20%, com exceção do caso que 

representa a propagação de uma onda plana 

monocromática, cujo erro é da ordem de 70%. 

 Em ambos os casos citados, o tempo de 

processamento mostrou ser um parâmetro bastante 

variável. Nesse aspecto,  as melhores simulações pa ra 

um espectro de banda estreita, segundo os parâmetro s 



escolhidos para estes testes, correspondem aos caso s 

de 110 e 66 ondas (figuras 3 e 8, respectivamente),  

sendo o primeiro mais preciso na determinação do ca mpo 

de ondas e o segundo mais vantajoso em termos de 

tempo. Para um espectro de banda larga, os melhores  

resultados são obtidos para os casos de 260 e 171 

ondas (figuras 10 e 11), sendo  que o último aprese nta 

uma redução significativa do tempo de processamento  e 

um erro médio da ordem de 2% em relação ao caso com  

260 ondas. Apenas para efeito de ilustração, o caso  1 

(225 ondas, espectro de banda estreita) que levou 

cerca de 16 horas para ser processado no PC 486 66 

MHz, levou cerca de 20 minutos na estação de trabal ho 

SiliconGraphics Power Challenge do Instituto de 

Estudos do Mar Alte Paulo Moreira. 

 

 

8. Discussões  

 

 A utilização da APEDS, embora apresente vantagens 

no que tange à resolução da equação original (EDS),  

implica na ocorrência de limitações,  conforme visto ao 

longo de sua dedução no ítem 4.2.     



 A condição mais restritiva é dada pela existência 

de uma direção preferencial de propagação do trem d e 

ondas (direção x), e é expressa pela eq.(3.28). A 

aproximação de primeira ordem de Radder (1979) é 

válida para desvios de até 30 graus. Já a dedução d e 

Kirby (1986), estende esse limite até 45 graus e é 

este o limite adotado pelo modelo de refração e 

difração espectral de Kirby & Ozkan (1994).                                                                                  

 Os resultados da propagação de ondas sobre uma 

calota elíptica, descritos no capítulo 7, permitem 

concluir que o bom desempenho deste modelo em regiõ es 

cuja batimetria é complexa o torna uma boa opção pa ra 

o cálculo do campo de ondas em locais como a região  de 

Arraial do Cabo, RJ, caracterizada pela presença 

obstáculos como ilhas e quebramares. No entanto, a 

utilização de ondas monocromáticas para simular a 

propagação do campo de ondas oceânicas superficiais  

deve ser evitada, como atestado pelo erro obtido na  

simulações, uma vez que a melhor representação para  

esses casos é o espectro direcional de energia. 
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Simulações com espectros de banda estreita 
 

 Total de 
ondas 

Componentes 
de 

frequência 

Componentes 
direcionais  

Tempo de 
processament
o do modelo 

Caso 1  225 15 15 16 horas 

Caso 2  175 15 11 10 h 50 min 

Caso 3  110 10 11 7 h 20 min 

Caso 4  50 10 5 3 h 15 min 

Caso 5  30 6 5 1 h 21 min 

Caso 6  1 1 1 2 min 5 s 

Caso 7  6 6 1 18 min 

Caso 8  66 6 11 3 horas 

 
Tabela 1 - Descrição do número de componentes espec trais utilizadas em 

cada teste para o caso de um espectro de banda estr eita e o respectivo 

tempo de processamento do modelo numérico.     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 

 Simulações com espectros de banda larga  
 

 Total de 
ondas 

Componentes 
de 

frequência 

Componentes 
direcionais  

Tempo de 
processament
o do modelo 

Caso 9 340 20 17 37 horas 

Caso 

10 

260 20 13 28 h 07 min 

Caso 

11 

171 9 19 22 h 26 min 

Caso 

12 

81 9 9 9 h 25 min 

Caso 

13 

40 5 9 5 h 41 min 

Caso 

14 

1 1 1 2 min 

 
Tabela 2 - Descrição do número de componentes espec trais utilizadas em 

cada teste para o caso de um espectro de banda larg a e o respectivo 

tempo de processamento do modelo numérico.     

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

 
Estimativas de erro médio e desvio padrão para cada  

caso  
 
 
 

  
Erro médio(%)  

 

 
Desvio Padrão 
 

Caso 1 9.1 6.8 

Caso 2 9.5 7.8 

Caso 3 9.1 7.2 

Caso 4 17.0 11.9 

Caso 5 17.6 11.4 

Caso 6 29.8 20.9 

Caso 7 26.9 20.0 

Caso 8 7.1 6.1 

Caso 9  20.8 14.2 

Caso 10 20.8 14.1 

Caso 11 22.7 13.0 

Caso 12 22.2 13.3 

Caso 13 16.7 9.8 

Caso 14 70.0 53.5 

 
 
 
Tabela 3 - Cálculo do erro médio e desvio padrão pa ra cada teste de 

sensibilidade feito com base na comparação entre os  resultados de 

altura significativa de onda gerados pelo modelo e a altura 

normalizada medida em laboratório por Vincent & Bri ggs (1989).  

 

 

 

 

 



 

 

 
 
 

Caso 1 
 
 

 

 
 
 
 
 
Figura 1 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 225 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 2  
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 2 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 175 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 3  
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 3 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 110 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 4  
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 4 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 50 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 5 
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 5 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 30 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 6 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
Figura 6 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 1 
onda (espectro de banda estreita) sobre uma calota elíptica submersa. 
 
 

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00
0.00

5.00

10.00

15.00

20.00

25.00

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

1.20

1.40

1.60

1.80

2.00

2.20

2.40

2.60

2.80

3.00

3.20

H/Ho

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00
0.00

5.00

10.00

15.00

20.00

25.00



 
 
 
 
 

Caso 7  
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 7 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 6 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 8 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
Figura 8 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 66 
ondas (espectro de banda estreita) sobre uma calota  elíptica submersa. 
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Caso 9 

 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 9 - Gráfico de alturas normalizadas com base  na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 340 
ondas (espectro de banda larga) sobre uma calota el íptica submersa. 
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Caso 10 

 
 
 

 
 

 
 
 
Figura 10 - Gráfico de alturas normalizadas com bas e na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 260 
ondas (espectro de banda larga) sobre uma calota el íptica submersa. 
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Caso 11 
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 11 - Gráfico de alturas normalizadas com bas e na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 171 
ondas (espectro de banda larga) sobre uma calota el íptica submersa. 
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Caso 12  
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 12 - Gráfico de alturas normalizadas com bas e na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 81 
ondas (espectro de banda larga) sobre uma calota el íptica submersa. 
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Caso 13 
 

 
 

 
 
 
 
 
Figura 13 - Gráfico de alturas normalizadas com bas e na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 40 
ondas (espectro de banda larga) sobre uma calota el íptica submersa. 
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Caso 14 
 
 
 

 
 
 
 
 
Figura 14 - Gráfico de alturas normalizadas com bas e na altura de onda 
significativa no contorno externo (H 0) para o caso da propagação de 1 
onda (espectro de banda larga) sobre uma calota elí ptica submersa. 
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APÊNDICE A  

Revisão da Teoria Linear  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 A revisão feita a seguir baseia-se em Dean & 

Dalrymple (1991). A solução do potencial de 

velocidades para ondas de pequena amplitude admite que 

o fundo pode ser representado pela função:  

    F x y z z h x y( , , ) ( , )= +  

sendo h(x,y) a profundidade local. 

 Admitindo-se ser este impermeável e rígido temos:  

     
r
u n⋅ = 0                   (A.1)

  

onde n  é um vetor unitário perpendicular ao fundo. 

 A condição de contorno no fundo em função de ∅ é 

dada por: 

  
∂∅
∂

∂
∂

∂∅
∂

∂
∂

∂∅
∂z

h
x x

h
y y

= − ⋅ − ⋅    em z=-h(x,y)    (A.2)

 Na superfície livre, tem-se uma condição de 

contorno cinemática e uma dinâmica. A condição de 

contorno cinemática considera que a superfície não é 

estática, mas variável com o tempo e pode ser 

representada por: 

    F x y z t z x y t( , , , ) ( , , )= − =η 0  

onde η(x,y,t) representa o deslocamento da superfície 

livre.  Segundo essa condição, para que uma partícu la 

permaneça sempre na superfície deve obedecer à 

seguinte equação: 



  
∂∅
∂

∂η
∂

∂∅
∂

∂η
∂

∂∅
∂

∂η
∂z t x x y y

= + ⋅ + ⋅  em z = η(x,y,t)    (A.3)  

 A condição de contorno dinâmica descreve a 

distribuição da pressão ao longo da superfície livr e, 

assumindo-a constante, de forma que ela seja unifor me 

ao longo da forma da onda. Para isso, supõem que o 

escoamento é invíscido e despreza os efeitos das 

tensões tangenciais, considerando apenas os efeitos  

devido ao campo de pressão. Esse campo é obtido a 

partir da utilização da equação de Bernoulli para 

escoamentos irrotacionais: 

      
∂∅
∂ ρt

p
gz C t+ + ⋅ ∇∅ ⋅ ∇∅ + =1

2
( )   em z = η(x,y,t) (A.4) 

onde, g é a aceleração da gravidade 

  p é a pressão na superfície livre 

  C(t) é uma constante arbitrária. 

 Uma vez que a pressão na superfície é constante, 

pode-se admitir que C(t) e p sejam iguais a zero, e  a 

equação (A.4) pode ser rearranjada sob a forma: 

 
∂∅
∂

∂∅
∂

∂∅
∂

∂∅
∂

η
t x y z

g+ 










 + 







 + 














+ =1
2

0
2 2 2

 em z = η(x,y,t) 

(A.5) 

 As condições de contorno na superfície (A.3) e 

(A.5) são linearizadas e aplicadas ao nível de 



repouso. Este processo é feito com base na teoria d e 

Airy (1845, apud Dean & Dalrymple, 1991 )  e consiste na 

eliminação dos termos de segunda ordem e superiores . 

As versões linearizadas são: 

       ∂
∂

∂η
∂

∅
=

z t
     em z=0            (A.6) 

    
∂∅
∂

η
t

g= − ⋅      em z=0            (A.7) 

 A solução final para a função potencial de 

velocidades (Dean & Dalrymple, 1991) é dada por: 

 

   ∅ =
+H g k h z

kh
kx t

2 ω
ω

cosh ( )
cosh

cos sen            (A.8)  

 

onde, H é a altura da onda 

  ω é a frequência da onda, dada por ω π= 2 / T   

  g é a gravidade, e  

  k é o número de onda, dado por k L =  2π / . 

    

 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

 

 

 

 

 

 

        APÊNDICE B 

        Dedução da EDS  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 Reescrevendo as equações governantes para um 

fundo plano e horizontal, de acordo com o procedime nto 

descrito em Rego (1992), a partir de f(z), dado pel a 

eq.(3.9) no capítulo 3, obtêm-se: 

     
∂
∂

2

2
2 0

f
z

k f− =     em h(x,y)<z<0     (B.1) 

    
∂
∂
f
z

= 0      em z= -h(x,y)     (B.2) 

    
∂
∂

ωf
z g

f− ⋅ =
2

0   em z=0            (B.3) 

 A solução do problema para fundo não horizontal 

(definido pelas equações (3.6),(3.7) e (3.8)) deve 

considerar agora que as relações (3.9) e (3.10) var iam 

suavemente em x e y ao longo da profundidade h(x,y)  

que, por sua vez, também será variável. Esta soluçã o é 

descrita por: 

  ∅ = ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅− −( , , , ) ( , , ) ( , ) ( , )x y z t x y z e
ig

f z h x y ei t i tφ
ω

φω ω    (B.4) 

 Sendo a função f(z,h) conhecida, resta obter a 

solução para a função potencial na dimensão horizon tal 

{ φ(x,y)}. De acordo com a equação (A.7), dada no 

apêndice A, essa função está diretamente relacionad a 

com o deslocamento da superfície livre ( η) e pode ser 

aproximada por: 

   [ ]η φ ω( , , ) Re ( , )x y t x y e i t= ⋅ −                  (B.5) 



 Seguindo o procedimento sugerido por Mei (1983), 

o problema tridimensional acima deve ser reduzido a  um 

problema bidimensional (x,y). Isto é feito por meio  de 

uma integração entre a superfície livre e o fundo, 

visando a eliminação dos termos diferenciais relati vos 

à dimensão vertical. 

 Partindo-se das duas equações governantes (3.6) e 

(B.1) e igualando-se a equação (3.6), multiplicada por 

f(z), com a (B.1), multiplicada por φ, têm-se: 

   f
z

f
f

z
k fh⋅ + ⋅ ∇ = ⋅ −

∂ φ
∂

φ φ
∂
∂

φ
2

2
2

2

2
2              (B.6) 

 Rearranjando a equação acima e integrando-a na 

vertical no intervalo de -h<z<0 : 

   ( )f k f dz
f

z
f

z
dz

h h h
∇ + = ⋅ − ⋅









− −

∫ ∫
0 2

2
2

2

2

2

0
φ φ φ

∂
∂

∂ φ
∂

      (B.7) 

 Integrando-se por partes o lado direito desta 

equação: 

 φ ∂

∂

∂ φ

∂
φ ∂

∂
∂
∂

∂φ
∂

∂φ
∂

⋅ − ⋅










 = ⋅ 







 − 

















 − ⋅ 







 − 



















− − −∫
2

2

2

2

0

0 0

f

z
f

z

f
z

f
z

f
z zh h h

 dz

(B.8) 

       (I)   (II)     (III) (IV) 

 Os termos (I) e (III) se cancelam com base na 

equação (B.3) e o termo (II) será nulo, de acordo c om 

a equação (B.2). O termo (IV) é, então, obtido a 



partir da condição de contorno cinemática, e a 

eq.(B.7) torna-se: 

   [ ]( )f k f f hh
h

h h h∇ + = − ∇ ⋅ ∇
− −∫ 2
0

2φ φ φ dz           (B.9)  

 Reescrevendo a eq.(B.4) sob a forma:  

    φ
ω

φ ( , , ) ( , ) ( , )x y z
ig

f z h x y= − ⋅ ⋅          (B.10) 

e desenvolvendo-a matematicamente, dado que: 

  ∇ = − ⋅ ∇ = − ⋅ ∇ + ∇








h h h h

ig
f

ig
f

f
h

hφ
ω

φ
ω

φ φ
∂
∂

( )          (B.11) 

obtêm-se: 

  ( )∇ = − ⋅ ∇ + ⋅ ∇ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ + ⋅ ∇










h h h h h h

ig
f

f
h

h
f

h
h

f
h

h2 2
2

2
2 22φ

ω
φ ∂

∂
φ φ ∂

∂
φ ∂

∂
  

(B.12)

  

 Aplicando-se as duas eqs. acima na eq.(B.9), têm-

se: 

( )

[ ]

f f
f
h

h f
f

h
h f

f
h

h k f dz

f h h f
f
h

h h h h hh

h h h h
h

2 2
2

2

2 2 2 20

2 2

2∇ + ∇ ⋅ ∇








+ ∇ + ∇ +






















=

= − ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇














−

−
−

∫ φ
∂
∂

φ φ
∂
∂

φ
∂
∂

φ

φ φ
∂
∂

   

( )

(B.13) 

 

 Os termos entre parênteses no lado esquerdo da 

equação acima podem ser reescritos como: 

  ( ) ( )f f
f
h

h dz fh h h
h

h h
h

2 2
0

2
0

2∇ + ∇ ∇ ⋅ = ∇ ∇
− −∫ ∫φ ∂

∂
φ φ   dz    (B.14) 



 A resolução da integral descrita por esta 

equação,  aplicando-se a regra de Leibniz resulta e m: 

  ( ) [ ]∇ ∇ ⋅ =∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ ⋅ ∇
− − −∫ ∫h h

h
h h

h
h h

h
f dz f dz f h2

0
2

0
2φ φ φ   (B.15) 

 Substituindo-se a eq.(B.15) em (B.14) e, 

consequentemente, em (B.13) e rearranjando os termo s 

nesta última, têm-se: 

 

( ) ( )

∇ ∇ + =

= ∇





− ∇ − ∇

− −

− −

∫ ∫

∫ ∫

h h
h h

h
h

h h
h

f dz k f

h f
f
h

f
f

h
h dz f

f
h

h dz

2
0

2 2
0

2
2

2
2 2

0

φ φ

φ ∂
∂

φ ∂
∂

φ ∂
∂

 dz

    (B.16) 

 Lembrando que para fundos não horizontais deve 

ser respeitada a hipótese de inclinação suave do me io, 

as seguintes condições devem ser satisfeitas:  

   
∇

<<hh
kh

1 ⇒ ∇ <<hh
h
L

              (B.17) 

 A partir de uma análise da ordem de grandeza da 

eq.(B.17), observa-se que os termos do lado direito  

são de ordem 
∇




















<<h h

kh

2

1 e podem, portanto, ser 

desprezados. A equação apenas com os termos de O(1)  é 

dada por: 

    ∇ ∇ + =
−−
∫∫h h hh

f dz k f dz2 2 200
0φ φ           (B.18) 

 As funções φ e k, entretanto, não dependem de z e 

a eq.(B.18) torna-se: 



    [ ]∇ ⋅ ∇ + =
− −
∫ ∫h h h h

f dz k f dzφ φ20 2 20
0       (B.19)

 Integrando a eq.(3.6), obtêm-se: 

   
( )

( )f dz gh
kh

kh
kh

kh
CC

h g
20 1

2
1

2
2

 
−
∫ = +









 =

tanh
senh

    (B.20) 

onde, C é a velocidade de fase da onda dada por ω
k   e 

  C g é a velocidade de grupo para a profundidade 

local. 

 O resultado da aplicação da eq.(B.20) em (B.19) é 

uma equação que descreve completamente o campo  do 

escoamento associado à propagação de ondas 

superficiais de gravidade nas dimensões horizontais  

para o caso de fundo com inclinação suave: 

    ( )∇ ⋅ ∇ + =h g h gCC k CCφ φ2 0          (B.21)  
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