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DINÂMICA DE EMBARCAÇÕES E CONTROLE DE TRAJETÓRIA 

 

Resumo 

 

Com o advento de veículos auto-guiados e controles automáticos de trajetória e posição, a 

indústria naval desenvolveu seus próprios meios de manter-se atualizada. Possuindo 

finalidade diversa, seja para manutenção do rumo ou simplesmente para se manter em um 

ponto fixo no mar, estes equipamentos proporcionam facilidades ao operador, economia de 

recursos e melhor precisão ao se tratar de navegação. Ainda persiste, na prática, certa 

dificuldade de se modelar corretamente o movimento de corpos em diferentes meios fluidos. 

Este trabalho visa proporcionar um apanhado das técnicas de modelagem existentes para o 

problema da dinâmica de embarcações e teoria de controle utilizada em sistemas de 

manutenção de trajetória. Serão enunciadas também metodologias experimentais para 

determinação das correlações usualmente utilizadas, processos de ajuste e simulação, com 

auxílio de ferramenta computacional, da cinemática de uma embarcação navegando com 

velocidade constante e parâmetros já determinados experimentalmente. Procurou-se criar aqui 

uma ferramenta na resolução de problemas de hidrodinâmica de navios em conjunto com 

teoria de controle para auxiliar na formulação de controle de trajetória. 

Palavras- chave: Dinâmica, Hidrodinâmica, Controle, Controle de Trajetória, Equações 

de Movimento 
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1. INTRODUÇÃO 

 

No fim do último século a automação dos serviços, meios de produção, e bens de 

consumo aumentaram de forma exponencial. Softwares de atendimento automático, braços 

robóticos e pequenos robôs de limpeza se tornaram uma realidade constate e em crescimento 

no mundo atual. Seguindo esse tipo de inovação, uma parte da comunidade cientifica tem se 

dedicado ao desenvolvimento de veículos autônomos. A indústria naval não poderia ser 

diferente, desenvolvendo equipamentos de controle de trajetória/posição integrados à 

propulsão dos meios navais. Estes equipamentos assimilam sistemas de posicionamento 

global (GPS, GLONASS, Galileo e BeiDou), sensores, agulhas giroscópicas, controladores e 

o sistema de propulsão visando a manutenção de rumo, permanência em um ponto no mar e 

até atracamento automático do navio no porto. 

 

 

1.1  Apresentação do Problema 

 

Pouco se dispõe a cerca de equipamentos de controle de trajetória e posição 

quando se diz respeito à Marinha do Brasil, seja por embarcações com este aparato ou por 

conhecimento nos sistemas mais modernos.  

 

 

1.2  Justificativa e Relevância 

 

Por se tratar de uma área bastante empírica ou com pouca documentação técnica 

disponível, o aumento do conhecimento teórico em controles de trajetória/posição e sua 

implementação, traria agilidade nos métodos utilizados para resolução e escolha do modelo 

utilizado. Em conjunto com a relevância observada à comunidade cientifica naval, tal 

conhecimento pode proporcionar melhor visão teórica a cerca do assunto pelas Diretorias 

Especializadas. 
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1.3  Objetivos  

 

1.3.1 Objetivo Geral 

 

Este trabalho tem como objetivo proporcionar uma explicação sobre os 

fenômenos norteiam dinâmica de embarcações, modelagem do problema em questão, controle 

de trajetória e possíveis simulações. 

 

1.3.2 Objetivos Específicos 

 

Serão finalidades especificas deste estudo a comparação de resultados simulados 

com já obtidos na literatura, proporcionar uma integração entre teoria e prática, e 

desenvolvimento de diagrama que modele o problema de guiagem. 
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2. HIDRODINÂMICA 

 

2.1  Equações de Movimento (EOM) 

 

2.1.1 Modelagem 

 

Quando desejamos modelar a dinâmica de uma embarcação em meio fluido, 

temos que imaginar o problema do movimento de um corpo com 6 Graus de Liberdade 

(translação e rotação em cada eixo de referência). A estes movimentos dá-se o nome de 

avanço (surge), deriva (sway) e afundamento (heave), para os de translação em torno de x, y e 

z, e de balanço (roll), caturro (pitch) e cabeceio ou guinada (yaw), para os de rotação, 

seguindo mesma lógica.  

 

Figura 1 – Modelo de navio e sistemas de referência 

 

 

Além da complexidade na formulação do movimento, temos que efetuar a 

mudança de um referencial inercial (com centro na Terra) para um não inercial localizado no 

centro de gravidade da embarcação e com movimento solidário ao corpo. Devido a isto alguns 

termos adicionais aparecem na Segunda lei de Newton e após essa mudança, podemos obter 

as acelerações as quais o corpo está submetido e determinar as equações de movimento. 

De acordo com Lewandowski em seu livro The Dynamics of Marine Craft (2004) 

as equações de movimento para um sistema de referência centrado em um ponto arbitrário no 

corpo tomam a seguinte forma: 
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(2) 

)]q (pr  z ) r– (pq y )r  q( x– – vr   wq u[ m  X GG

22

g  +++++=  

)]r  (qp x ) p– (qr  z )p  r( y–  – wpur   v[ m  Y GG

22

g
 +++++=  

)]p  (rq y )q– (rp x )q  p( z–  uq -  vp w[ m  Z
GG

22

g  +++++=  

 

– wp)]ur  v( z-uq)–   vp w(ym[ qr  )I–  I(  )r–  q( I pq)  r(I pr)– q(I  pI K GGyyzz
22

yzxzxyxx ++++++++= 

uq)]–  vp w( x-rv)–   wq u(zm[  rp )I–  I(  )p–  r( I qr)  p(I qp)–r(I  qI  M GGzzxx
22

zxyxyzyy ++++++++= 

rv)]–  wq u( y-– wp)ur   v(xm[  pq )I–  I(  )q–  p( I rp)  q(I rq)– p(I  rI  N
GGxxyy

22

xyxzyzxzz ++++++++= 

 

Onde, X, Y, Z são as forças resultantes em cada respectiva direção; m é a massa 

total do corpo; xG , yG
 e zG  são as coordenadas do centro de gravidade do corpo; u, v e w são 

as velocidades do lineares em relação ao sistema de referência centrado no corpo; K, M, N são 

os momentos resultantes em relação aos eixos x, y e z; Inn  são os momentos de inércia do 

corpo em relação aos respectivos eixos; e p, q e r as velocidades angulares em relação aos 

eixos x, y e z.  

 

Figura 2 – Representação do movimento no sistema de referências 

 

Fonte: Vossen (2017) 

 

Essa equação pode ser escrita também da forma (Fossen (1994)): 

 

( ) RBRBRB   M  =+C  

 

Onde M é a matriz de massa e inércias, C é a matriz de aceleração centrípeta e de 

Coriolis, τ são as forças e momentos resultantes em cada direção, υ é o vetor com as 

(1) 

(3) 
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(5) 

velocidades lineares e angulares (
Tr] q p  w v[  u= ) e o subscrito RB quer dizer ao corpo 

rígido. 

Ao optarmos por coincidir o ponto de localização do sistema de referências 

(Fossen (1994)) com o centro de gravidade da embarcação, as equações dos somatórios de 

forças (X) e somatório de momentos (X) se simplificam para: 

 

]– vr   wq u[ m  X +=   

] – wpur   v[ m  Y +=   

] uq–   vp w[ m  Z += 
 

 

qr  )I–  I(  pI K yyzzxx +=   

 rp )I–  I(  qI  M zzxxyy +=   

 pq )I–  I(  rI  N xxyyzz +=   

 

Além disso, podemos definir as matrizes de rotação para a passagem de um 

referencial para outro com rotação em relação aos ângulos de Euler, assim, as Matrizes de 

Rotação para um giro em cada respectivo ângulo é igual a: 

 

Figura 3 – Rotações em torno dos eixos de referência  

 

Fonte: Caughey (2011) 

 

 

 

 

(4) 
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Logo, a passagem de um referencial com rotação nos três eixos, ficaria da 

seguinte forma: 
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=),,(R B
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Veja que isto é completamente inteligível, pois uma rotação em torno do próprio 

eixo não gera mudança de coordenada nele próprio. 

Posteriormente, para maiores simplificações, podemos considerar o movimento 

com 3 graus de liberdade, ignorando a translação no eixo z e rotações no x e no y, com 

abordagem similar a realizada por Gierusz (2016), Tomera (2014), Hajizadeh (2016) e outros. 

Isso resultará na obtenção, uma vez que solucionada a equação, da posição e o aproamento da 

embarcação. Neste caso também, podemos considerar que p, q e w assumem valores nulos ou 

muito pouco influentes na dinâmica dos outros graus de liberdade, simplificando ainda mais o 

modelo inicial para um de 3 Graus de Liberdade e com as seguintes equações: 

 

]– vr u[ m  X =  

]ur   v[ m  Y +=   

 rI  N zz=  

(6) 

(7) 

(8) 
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2.1.2 Definição das Forças atuantes 

 

Uma vez definidas as formas das equações da Segunda Lei de Newton para o 

sistema de referencia não inercial, precisamos definir as forças que atuam no corpo. Esta parte 

acaba se tornando um tanto mais trabalhosa, já que dependem da geometria e características 

da embarcação e assumem formas não lineares. Ao longo do tempo abordagens, artifícios e 

correlações diversas foram estipulados de maneira a se obter verossimilhança do modelo 

matemático com o modelo físico. Seguiremos o modelo descrito na obra de Lewandowski 

(2004) comentando as discrepâncias observadas em outros modelos utilizados na literatura. 

Assim, Lewandowski define que as forças e momentos resultantes que atuam no 

corpo em movimento em meio fluído podem ser decompostas em parcelas como “forças 

gravitacionais, hidrodinâmicas (incluindo hidrostática) e aerodinâmicas.” A estas ele impôs a 

seguinte subdivisão, às forças hidrodinâmicas, uma parcela devido a forças hidrostáticas e a 

forças de regime constante (corrente, arrasto e sustentação), forças que surgem ao se acelerar 

na água (massa adicional), forças de “controle” exercidas pelos equipamentos de orientação e 

rumo, forças de empuxo geradas por propulsores, e forças induzidas pelas ondas. 

Descrevendo a seguinte forma para as forças e momentos atuantes na embarcação:   

 

AWPCAMSBG FFFFFFF=F ++++++−  

AWPCAMSBG MMMMMMM=M ++++++−  

 

Onde F e M são as forças e momentos, os subscritos G-B designa força resultante 

gravitacional e devido a flutuabilidade (buoyancy), S para as de regime constante (steady), 

AM devido a inércia do fluído adjacente ou massa adicional (added mass), C para as de 

controle, P aos mecanismos de propulsão, W para as induzidas pelas ondas (wave), e A a 

força aerodinâmica. 

 

 

2.1.2.1 Forças de flutuação e gravitacionais 

 

As forças e momentos devido à gravidade e flutuabilidade são calculadas de 

acordo com a metodologia da mecânica clássica e princípio de Arquimedes. Pela referência, 

tomam a seguinte forma (dedução no apêndice): 

(9) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kji ˆθcoscosˆθcossinˆθsinF BG  −−−=− mg  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) îθcossinθcoscos{M BG  BGBG zmzymyg −−−=−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ĵθcoscosθsin  BGBG xmxzmz −+−−  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  }ˆθsinθcossin kBGBG ymyxmx −+−− 
 

 

Onde g é a aceleração da gravidade, m é a massa da embarcação, ρ é a massa 

especifica do meio fluído,   é o deslocamento, os índices com subscrito G são a localização 

do centro de gravidade e os com subscrito B a do centro de flutuação ou centro de carena. 

 

 

2.1.2.2 Resistência e Força Propulsiva 

 

Basicamente dois componentes são responsáveis pela resistência ao avanço da 

embarcação em meio fluído, um devido à viscosidade do fluído e outro dito como devido à 

geração de ondas. A componente devido à viscosidade inclui a força de arrasto, e a devido à 

geração de ondas representa a força necessária para acelerar o fluído adjacente gerando ondas 

com forma similar ao navio.  

 

Figura 4 – Representação de W. Froude das ondas induzidas pelo movimento de 

embarcações 

 

 

Fonte: Principles of Naval Architecture (1988) 

 

(10) 
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É realizado em analise dimensional que a componente viscosa depende 

primariamente do número de Reynolds, enquanto a devido à geração de ondas depende do 

número de Froude.  

Froude propôs também que estas parcelas poderiam ser separadas: 

 

S U 
2

1

R
  (Fn)C(Re)C)Fn(Re,C

2
RFT



=+=  

 

Onde CT é o coeficiente de resistência total, CF é o coeficiente de resistência 

viscosa, CR é o coeficiente de resistência residual (referente à geração de ondas), R é a força 

de resistência ao avanço, U é a velocidade da embarcação e S é a área submersa da 

embarcação no fluído. 

Para a determinação destes coeficientes ensaios em tanques de reboque são 

realizados com modelos em escala de embarcações, porém, isto demanda que o modelo e a 

embarcação sejam, não só geometricamente, dinamicamente semelhantes. Devido à 

impossibilidade de obtenção de igualdade de ambos adimensionais, um procedimento para a 

determinação da resistência ao avanço para o navio foi listado conforme (Lewandowski 

(2004)): 

-Inicialmente, realiza-se teste de reboque com modelo em velocidade equivalente 

à semelhança de número de Froude à embarcação, mede-se a resistência total e determina-se o 

coeficiente de resistência (CTM) total para o modelo. 

-Subtrai-se o valor do coeficiente de resistência viscosa do modelo (CFM), 

obtendo-se o coeficiente de resistência residual (CRM), a qual possui o mesmo valor para a 

embarcação (CRM = CRS). 

-Soma-se o coeficiente de resistência viscosa da embarcação ao coeficiente de 

resistência residual e então calcula-se a resistência ao avanço. 

A Conferência Internacional de Tanques de Reboque (ITTC) adota a seguinte 

forma para a determinação do coeficiente de resistência viscosa: 

 

( )210

F
2Relog

0,075
C

−
=  

 

(11) 

(12) 
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Para a resistência devido à existência de apêndices e outros acessórios submersos, 

o calculo é feito similarmente, somando a parcela devido ao movimento do acessório no 

fluído considerando apenas a parcela viscosa: 

 

+= Fii
2

T
2 CS U 

2

1
SC U 

2

1
R  

 

Onde o subscrito i é referente a cada equipamento e à área submersa S exclui-se a 

área do(s) equipamento(s). 

Devido à existência dos equipamentos de propulsão e controle (leme, etc), há uma 

queda de pressão à ré da embarcação, o que aumenta a resistência ao movimento, fazendo 

então com que o empuxo necessário seja maior do que quando estes equipamentos não 

estavam presentes. Assim a força resultante é função do empuxo gerado (T) e reduzida de um 

fator chamado de coeficiente de redução da força propulsiva (t). 

 

Rt)T(1ou    tTRT =−=−  

 

Esse coeficiente pode ser determinado através de ensaios em tanques com 

modelos reduzidos da embarcação.  

Sabe-se que o empuxo gerado pelo propulsor é função de sua geometria, 

velocidade de avanço e sua rotação. Com o intuito de se determinar a formulação que resulta 

no valor de empuxo e torque, realiza-se analise adimensional. Os coeficientes obtidos em tal 

procedimento são os coeficientes de empuxo (KT), coeficiente de torque (KQ) e coeficiente de 

avanço (J). 

 

( )
Dn 

T
42

=JKT  

( )
Dn 

Q
52

=JKQ  

nD
J AU
=

 

 

Onde n é a rotação do propulsor em revoluções por segundo, D é o diâmetro do 

propulsor, Ua é a velocidade de avanço e Q é o torque gerado pelo propulsor. Similarmente, 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 
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ensaios (ensaios de água aberta) são realizados para a determinação desses adimensionais. 

Regressões de segunda e terceira ordem para as curvas de desempenho do propulsor podem 

ser obtidas na literatura. 

 

Figura 5 – Curvas de desempenho de propulsores obtidas em ensaios de água aberta 

 

Fonte: Lewandowski (2004) 

 

Para a força propulsiva resultante, Lewandowski considerou a inclinação no o 

somatório da quantidade de propulsores e ângulo entre a linha de eixo e a quilha (ε), em casos 

de embarcações de grande porte isto é desconsiderado, porém, para embarcações menores, 

este ângulo pode exceder 10º (Lewandowski (2004)). 

 

 )cos()Tt(1  X iip  −= i  

 )sin()Tt(1-  Z iip  −= i  

Para a força propulsiva resultante, Lewandowski considerou a inclinação no o 

somatório da quantidade de propulsores e ângulo entre a linha de eixo e a quilha (ε), em casos 

de embarcações de grande porte isto é desconsiderado, porém, para embarcações menores, 

este ângulo pode exceder 10º (Lewandowski (2004)). 

Se a orientação do empuxo gerado não cruzar o eixo y, um momento de pitch 

aparecerá. 

 

xz ppppp Z X  M −=  

 

(18) 

(19) 
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Já os momentos em x e z, são considerados como dependentes do torque gerado 

pelo propulsor (seguindo regra da mão direita) e do ângulo da linha de eixo, descrita 

anteriormente. 

 

( )−= cosQ K ip  

( )= sinQ  N ip  

 

Na literatura podem ser encontradas também correlações para forças em 

embarcações com ângulo de ataque, o que resultaria em momentos e forças transversais. 

Para embarcações com hidrojato, o empuxo líquido produzido acaba sendo função 

da vazão mássica e da velocidade relativa do jato em relação à embarcação: 

 

( ) ( )uUU uU  T jj −=−= jj AQ   

 

Onde Q é a vazão volumétrica, U é a velocidade do jato e A a área do hidrojato. 

 

 

2.1.2.3 Forças de controle 

 

As forças de controle são todas aquelas geradas por equipamentos, que quando a 

utilizados, produzem ou se deseja produzir alteração no rumo e orientação da embarcação. 

Para estes equipamentos foram considerados lemes, propulsores azimutais, hidrojatos com 

defletores e “bow thrusters”. 

Para a força induzida pelo leme, algumas correlações empíricas são encontradas 

na literatura, todas estas assumem formulação similar. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(20) 

(21) 



22 
 

 

 

Figura 6 – Forças induzidas pelo leme 

 

Fonte: Liu & Hekkenberg (2016) 

 

Para as forças de sustentação (Lr) e arrastos (Dr) no leme, Lewandowski utiliza as 

seguintes correlações: 

 

r = AU
2

1
  L r

2

rr  

e

22

r
2

rr
a

 AU
2

1
  D




 r

=  

 

Onde Ur é a velocidade do fluxo de água no leme, Ar é a área do leme, ae é a razão 

de aspecto (razão entre a altura do leme pelo seu comprimento), δr é o ângulo de leme, e Λ é a 

derivada do coeficiente de sustentação em relação ao ângulo de ataque (
d

dCl= ). 

Para as forças e momentos induzidos na embarcação: 

 

rr D  X −=  

rL= Yr  

rr zL−= Kr  

rrrr yDxL += Nr  

 

 

 

(22) 

(23) 



23 
 

 

 

Para lemes do tipo “flap rudder”, a formulação da força de sustentação no leme se 

torna função, também, do ângulo da aleta (θ) e da posição da articulação (xh). 

 

)(AU
2

1
  L r

2

rr hr f  =  

( ) 





2

sin22
)( hh

hf
+−

=  









−=

c

xh21arccos h  

 

Vale ressaltar que a interação casco-propulsor-hélice faz com que os valores 

determinados via formulação anterior possam não ser tão exatos quanto os determinados 

experimentalmente. 

Para propulsores azimutais, o empuxo gerado se torna função do coeficiente de 

empuxo alternativo (CT) determinado experimentalmente.  

 

( )  222

AT
4

7,0U
2

1
C  T DnD


 +=  

( )PP Tcos  X =  

( )PP Tsin  Y =  

 

Figura 7 – Representação esquemática de um propulsor azimutal 

 

Fonte: Lewandowski (2004) 

 

(24) 

(25) 
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No caso de hidrojatos com defletores, o empuxo gerado é igual ao mencionado 

anteriormente. As forças induzidas ao navio devido a deflexão do jato d’água nas direções x e 

y são iguais: 

 

)cosT(1  Xr −=  

( )Tsin  Yr =  

 

Onde T é empuxo total calculado pela expressão (15), neste caso, 

desconsiderando a velocidade da embarcação, e o momento gerado é calculado multiplicando 

as forças induzidas pelos respectivos braços de alavanca.   

Para embarcações equipadas com “bow thrusters” sem velocidade de avanço, 

Lewandowski considerou uma regressão de segunda ordem explicita para o empuxo em 

função da rotação da hélice do equipamento. 

 

( )
2

TMAX

T
TMAXTr

n

n
T  nT 








=  

 

Em embarcações com velocidade longitudinal, uma região de baixa pressão entre 

o jato de água e o navio é gerada, fazendo com que exista um momento, em torno do eixo z, 

contrário ao movimento desejado. Ao se aumentar esta velocidade, esta região diminui, 

amenizando assim o efeito deste momento oposto.  

 

 

2.1.2.4 Forças Aerodinâmicas e de Correntes 

 

Para os efeitos de vento e corrente nas equações de movimento, Lewandowski 

considerou os fenômenos com valores constantes e uniformes.  

Aos ventos com velocidade UA e ângulo de incidência ψA, as velocidades relativas 

podem ser calculadas: 

 

( )ψψcosUu  u AAa −+=
 

( )ψψsinU v v AAa −−=
 

(26) 

(27) 

(28) 
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2

a

2

aa vu  U +=  









=

a

a
a

u

v
arctan  ψ  

E, por conseguinte, a força e momento aerodinâmicos: 

 

( )aXATA

2

AA ψCAρU
2

1
  X =  

( )aYALA

2

AA ψCAρU
2

1
  Y =  

( ) ( )aAaAA ψxψY N =  

 

Onde os coeficientes de força aerodinâmica são considerados referente a área 

acima d’água a qual o vento incide. 

Para o problema considerando correntes, a consideração foi que a única alteração 

a ser feita, seria em considerar a velocidade relativa, similarmente ao considerado 

anteriormente, no cálculo das forças hidrodinâmicas apenas. 

 

( )ψψcosUu  u CCw −−=
 

( )ψψsinU v v CCw −−=  

 

 

2.1.2.5 Forças devido a Massa Adicional de Fluído 

 

Techet (2016) definiu que a “massa adicional, em um sentido físico, é o peso 

adicionado a um sistema devido ao fato de que um corpo, acelerando ou desacelerando, 

precisa mover parte do fluído que o circunda”. Para Fossen (1994), tal “deve ser entendido 

como forças e momentos, induzidos por pressões, devido ao movimento harmônico forçado 

pelo corpo que é proporcional a sua aceleração”. Ambas as definições possuem um 

fundamento físico que norteia o aparecimento de tais forças, movimentos de corpos 

submersos em meios fluídos, com velocidades não uniformes, induzem pressões ao fluído 

adjacente e este reage com o corpo de forma contraria. 

 

(30) 

(31) 

(29) 
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Seguindo a definição de Fossen, teríamos algo similar a um tensor de massas 

adicionais: 
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Definindo os componentes da matriz de massas adicionais como mij, uma fácil 

deliberação seria que cada termo estaria associado à força na direção i devido a uma 

aceleração em j. Perceptível, também, que os termos com índice i e j iguais a 1, 2, 3 seriam 

análogos a massas e com índices iguais a 4, 5, 6 a momentos de inércia. Esta matriz é 

simétrica, portanto m12 é igual a m21. 

A formulação mais geral para as forças e momentos devido à massa adicional, 

estipulada por Techet: 

 

likijkliji mUmU −−=  Fj

 

liikjklilkijkliji mUUmUmU  −−−= ++ ,3,3j M   

 

Onde U é a velocidade linear, Ω é a velocidade angular, os índices i assumem 

valores iguais a 1, 2, 3, 4, 5, 6 e j, k, l valores iguais a 1, 2, 3, e ε: 

 









−

=

inversa ordem em estiverem lk,j, se ;1

crescente ordem em estiverem lk,j, se ;1

iguais forem lk,j,qualquer  se ;0

 jkl  

 

Assim, para jkl iguais a 123, ε é igual a 1 e para jkl iguais a 231, ε é igual a −1. 

Os termos da matriz de massas adicionais podem ser calculados por formulação 

ou via teoria das faixas, que define que um corpo pode ser descrito pela soma de formas de 

(33) 

(32) 
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espessura infinitesimal, assim, os termos referentes ao navio, podem ser calculados por 

formas conhecidas. 

 

Figura 8 – Formas de Lewis para diferentes razões de dimensão da Boca/Calado 

 

Fonte: Principles of Naval Architecture (1988) 

 

Figura 9 – Teoria das faixas 

 

Fonte: Principles of Naval Architecture (1988) 

 

São facilmente encontrados na literatura resultados experimentais para os termos 

da matriz de massas adicionais para formas conhecidas, porem listar cada uma delas fugiria o 

escopo do presente trabalho. Algumas destas publicações se encontram na referência. 
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2.1.2.6 Forças de regime constante 

 

Para as forças e momentos em regime constante, Lewandowski define como “as 

forças e momentos hidrodinâmicos que atuam em um corpo quando este se move com 

velocidade linear constante ou velocidade angular, exclusivo das forças devido à massa 

adicional, propulsão e aparatos de controle”. Como a determinação dessas forças envolve a 

solução da equação de Navier-Stokes, sua solução é de difícil obtenção, e formulações 

empíricas são necessárias. 

 Um artifício para isso é definir as forças e momentos devido ao movimento da 

embarcação como funções de outros parâmetros e então decompô-las em séries de Taylor, 

determinando seus termos experimentalmente. Lewandowski, em sua abordagem, assume que 

as forças e momentos são funções apenas das velocidades, já que as forças e momentos 

dependentes das acelerações foram categorizados devido aos efeitos da massa adicional. 

Algumas divergências encontradas com outros modelos serão comentadas posteriormente. 

 

),,,,,(F rqpwvuf=  

 

Para Lewandowski, escolheu tal regressão até o termo de terceira ordem 

assumindo hipótese de pequenas perturbações, ),,,,,(XF s rqpwvUu +=  toma a seguinte 

forma: 
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Onde X0 é a interpretada como a derivada de X avaliada em torno da condição de 

equilíbrio, ou seja, X0 é avaliado próximo a velocidade constante u, 
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u resulta em: 

 

(34) 

(35) 



29 
 

 

 

.......
2

2
2

2

+



+




+




=








+




+





wu
uw

vu
uv

u
u

v
v

u
u  

 

Combinações de parâmetros relativos a velocidades e acelerações, significando 

interação entre forças viscosas e as devido elementos de inércias, são considerados 

relativamente pequenos e não são considerados. 

Assim, tomando como exemplo a força hidrodinâmica de regime constante na 

direção x e já simplificando os termos devido à simetria da embarcação, teríamos algo da 

seguinte forma: 

 

vrXvpXrXqXpXwXvXqXwXs vrvp

2

rr

2

qq

2

pp

2

ww

2

vvqw0XX +++++++++=

2

qrr

2

qvv

2

wrr

2

wvv

2

wqq

2

wwqprwq qrXqvXwrXwvXwqXqwXprXwqX ++++++++

rpqXvpqXwprXvwpXvrqXvwrXqpXwpX rpqvpqwprvwpvrqvwr

2

ppq

2

wpp ++++++++

3

qqq

3

www qXwX ++  

 

Onde os itens Xijk (i,j e k variam entre u, v, w, p, q e r) chamados de derivada ou 

coeficiente hidrodinâmico. Esses termos são determinados através de ensaios, CFD ou por 

correlações estipuladas através de ensaios com diversos tipos de embarcações. 

A correlação estipulada por Clarke et. al.(1982) foi determinada através de 

regressão de dados obtidos para embarcações de diferentes formas. Essas correlações 

propõem uma aproximação inicial dos valores dos coeficientes hidrodinâmicos 

adimensionalizados, já que possuem erros residuais consideráveis (Lewandowski), além de 

contabilizarem efeitos da massa adicional. 
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Onde B é a boca, L é o comprimento entre perpendiculares, T é o calado, e BC é o 

coeficiente de bloco da embarcação. 

Outra solução, como mencionado, é a realização de ensaios com manobras 

especificas e a determinação dos valores dos coeficientes pelos dos dados coletados através 

sensoriamento. O Software da Mathworks, Matlab® possuí ferramenta de identificação de 

sistemas com dados de entrada, podendo advir de captação dos testes realizados. 

 

Figura 10 – GUI para identificação de sistemas 

 

Fonte: https://www.mathworks.com/help/ident/ref/systemidentification-app.html 

 

 

(38) 

https://www.mathworks.com/help/ident/ref/systemidentification-app.html
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2.2 Resolução das Equações de Movimento 

 

Para a resolução das equações de movimento, uma vez que já determinada a 

forma geral, pode ser realizada mediante métodos de integração numérica ou por 

simplificações, gerando equações menores e de solução mais usual. 

 

Figura 11 – Fluxograma de modelagem da dinâmica de embarcações 

 

Fonte: Koskinen (2012) 

 

Para os problemas de manobrabilidade, rumo e controle de posição, a desconsideração de 

alguns graus de liberdade conforme já previamente mencionado. 
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2.3 Outros Modelos e Considerações 

 

Outras abordagens na formulação do problema podem ser encontradas na 

literatura. Uma possibilidade, e comumente utilizada, é a do artifício efetuado na 

determinação das forças e momentos hidrodinâmicos de “regime constante”, como colocou 

Lewandowski, ser utilizado conjuntamente para as forças e momentos devido à massa 

adicional. Tal estratégia conduziria a serem funções, não somente da velocidade do corpo, 

mas também de suas acelerações. 

 

),,,,,,,,,,,(F rqpwvurqpwvuf =  

 

Isto faria com que surgissem derivadas hidrodinâmicas referentes também às 

acelerações. 

Para Fossen (1994), as forças e momentos podem ser classificados como 

relacionados a equipamentos de propulsão, ambientais e os induzidos pelo movimento no 

fluído.  A parcela ambiental envolve correntes marítimas, ondas e vento. Já os relacionados a 

equipamentos de propulsão dizem respeito às forças geradas pelos propulsores e aparatos de 

controle, como lemes e outros. E as induzidas pelo movimento no fluído, as forças devido à 

massa adicional, forças restauradoras e amortecimento hidrodinâmico, como ele colocou. Isto 

faz com que o disposto na equação (3), fique da seguinte maneira: 

 

( ) ( ) ( ) EgDC  +=+++    M 
 

AMRB MM M +=          e        ( ) ( ) ( ) AMRB CCC +=  

 

A abordagem utilizada por Gierusz (2016) em seu trabalho define quatro macros 

elementos indutores de forças, assim, uma parcela devido ao movimento do casco no meio 

fluído, a qual ele definiu como o subscrito “h” (hidrodinâmica), uma devido a equipamentos 

de orientação ativos como propulsores, bow thrusters e propulsores azimutais, definido pelo 

subscrito “asd”, outra devido a equipamentos de orientação passivos como lemes e 

estabilizadores designado pelo subscrito “psd”, e a ultima devido a distúrbios como ondas e 

ventos .  

 

 

(39) 

(40) 
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distpsd= FFFFF +++ asdh  

disteopoa= MMMMM +++ eh  

 

Algo a ser analisado quando consideramos sistemas dinâmicos é o quesito de 

estabilidade, assim um sistema poderá apresentar resposta estável ou instável a depender de 

suas características intrínsecas. Em movimentos com diferentes graus de liberdade e 

acoplamento entre eles, a estabilidade nos eixos não qual o de movimento pode ser 

analisada −  a esta estabilidade se dá o nome de estabilidade direcional. O critério de 

estabilidade direcional é importante quando desejamos analisar os efeitos das características 

de projeto na manobrabilidade da embarcação. 

Seguindo a abordagem contida do SNAME (1952) e utilizando as equações de 

movimento adimensionalizadas considerando apenas as forças devido ao movimento da 

embarcação no meio fluído, ficamos com: 

 

( ) ( ) 0 rYrmYvYmvY rrvv =−−−−+−    

( ) 0 vNIrNvNvN rzzrvv =−+−−−    

 

E, propondo-se soluções do tipo te V  v =  e te R r = , ficamos com: 

 

( )  ( )  0 RλYmYVλYmY rrvv =++−+−+−   

  ( )  0 RλNINVλNN rzzrvv =−+−+−−   

 

Reescrevendo em forma matricial: 

 

( ) ( )
( )

0  
R

V

λNINλNN

 λYmYλYmY

rzzrvv

rrvv
=

















−+−−−

++−−+−




 

 

Esta equação só possui solução quando o determinante da matriz, que multiplica 

as constantes de integração V e R, é nulo. Ao λ chama-se de índices de estabilidade e seus 

valores desejados possuem parte real negativa.  

 

 

(42) 

(43) 

(44) 

(41) 
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Figura 12 – Tipos de estabilidade direcional 

 

Fonte: Principles of Naval Architecture (1988) 

 

 

3. CONTROLE 

 

Todo sistema físico possui comportamento que, nem sempre, corresponde com o 

que gostaríamos ou esperávamos. Com o objetivo de alterar essa resposta projetaram-se 

equipamentos chamados controladores, possuindo forma de atuações diversas. A idéia básica 

destes mecanismos é a minimização do erro (diferença entre uma referência (“set”) e o valor 

realmente obtido), alcançando assim proximidade ao valor desejado. 

 Maior parte destes dispositivos utiliza retroalimentação para comparação do 

valore desejado com o medido e assim tomar as diferentes abordagens possíveis.  

 

Figura 13 – Modelo de controle com retroalimentação 

 

Fonte: Alavala (2007, p. 81) 
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Definindo o modelo genérico conforme figura 13, onde e é o erro, determinado 

como sendo a diferença entre o valor de saída y e o valor de referencia y* (“set”) e u é 

conhecido como sinal de controle. 

Podemos representar sistemas lineares de diferentes formas, uma delas é através 

de espaço de estados, que a forma: 

 

u +x=x B A  

u +x=y D C  

 

Onde x é o vetor de estado, A é a matriz de estado, B é a matriz de entrada e u é o 

vetor de entrada do sistema, y é o vetor de saída, C é a matriz de saída e D é a matriz de 

transmissão direta.   

 

Figura 14 – Diagrama de blocos de um sistema linear representado em espaço de 

estados 

 

Fonte: Ogata (2010, p. 27) 

 

Este tipo de representação é bastante útil em analise de estabilidade de sistemas e 

também no caso de otimização de controle por regulador linear quadrático conforme será 

visto posteriormente. 

Todos os dispositivos a seguir mencionados são, ou já foram, utilizados no 

controle de trajetória e posicionamento dinâmico de embarcações. 

 

3.1 Controlador PID 

 

Os equipamentos mais usualmente utilizados são os controladores do tipo 

Proporcional-Integral-Derivativos (PIDs), os quais realizam a correção do valor do sinal para 

(45) 
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o desejado por uma parcela proporcional (P) ao erro, uma proporcional a integral (I) do erro e 

uma proporcional a sua taxa de variação (D). 

 

dt

tde
KdtteKteKtu d

t

ip

)(
)()()(

0

++=   

 

3.1.1 Ação Proporcional  

 

Esta produz uma saída proporcional à entrada no controlador, sendo a 

constante de proporcionalidade o ganho Kp. Este termo considera o quão distante a saída se 

afasta da referência, então, à medida que o erro aumenta, o sinal de controle aumenta 

proporcionalmente, à medida que ele diminui, este diminui também. Geralmente, ao 

aumentarmos o ganho, aumentamos a velocidade da resposta do sistema, porém, se 

aumentarmos consideravelmente, o sistema começa a aumentar suas oscilações. 

 

3.1.2 Ação Integral  

 

Esta produz uma saída proporcional à integral do sinal de entrada no 

controlador, sendo a constante de proporcionalidade o ganho Ki. Este termo considera o quão 

demorado a saída do sistema se encontra do sinal de referência, assim, constantemente soma o 

erro ao longo do tempo, vindo a mesmo um pequeno erro produzir um valor considerável. A 

ação integral tende a acelerar a resposta do sistema e é uma alternativa para correção do erro 

de regime, gerado pela ação proporcional. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(46) 
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Figura 15 – Influência da variação dos parâmetros em controladores do tipo PI 

 

Fonte: https://www.yokogawa.com/fr/library/resources/white-papers/pid-tuning-in-

distributed-control-systems/ 

 

3.1.3 Ação Derivativa  

 

Esta produz uma saída proporcional à taxa de variação do sinal de entrada 

no controlador, sendo a constante de proporcionalidade o ganho Kd. Este termo considera o 

quão rápido a variação do valor do erro acontece, assim, se o erro cresce rapidamente, seu 

sinal também ira aumentar.  Tal fator implica na diminuição do tempo de acomodação, porém, 

em sistemas que apresentam alto ruído proveniente de sensoriamento, pode possuir ação 

significativa, levando o sistema a assumir comportamento instável.  

 

Tabela – Influência da variação dos parâmetros de controladores do tipo PID aos 

valores do Tempo de subida, Overshoot, Tempo de Acomodação e Erro de Regime 

 

 Fonte: 

https://people.ece.cornell.edu/land/courses/ece4760/FinalProjects/s2012/fas57_nyp7/Site/pidc

ontroller.html 
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3.2 Regulador Linear Quadrático (LQR) 

 

Em problema de otimização de controladores, procura-se obter parâmetros de 

maneira a se alcançar menores valores de “função custo”. Estas funções mapeiam os 

parâmetros operacionais que geralmente gostaríamos de minimizar, como potência 

consumida, erro de regime permanente, entre outros. O problema no qual a dinâmica do 

sistema é descrita por uma serie de equações diferenciais lineares e o custo por equações 

diferenciais quadráticas é chamado de problemas lineares quadráticos. 

Para um sistema linear e continuo no tempo descrito em formulação de estado de 

espaço da seguinte forma: 

 

uxx BA +=
 

Kxu −=
 

 

Figura 16 – Diagrama de bloco de controlador LQR 

 

 Fonte: Ghandi e Ramachandran (2017, p. 8) 

 

E função custo: 

 

( )( ) ( ) ( )( )dtttutxLtxJ

ft

t

f +=

0

,,  

 

Onde ψ é o custo terminal e J é o custo total sendo a soma do custo terminal e 

integral dos custos até o fim do processo. 

A matriz de ganhos ótima K é igual a: 

 

PBRK T1−−=
 

 

(48) 

(49) 

(47) 
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P é determinada pela solução da equação matricial algébrica de Riccati (MARE), 

descrita por: 

 

01 =−++ − PBPBRQPAPA TT  

 

Q e R são matrizes positivas definidas que satisfazem fazendo o custo terminal ser 

zero (ψ=0) e L: 

 

RuuQxxL TT

2

1

2

1
+=  

3.3 Filtro de Kalman 

 

O filtro de Kalman é uma ferramenta estatística que utiliza abordagem preditiva 

para cálculo de estados estimados de sistemas com ruído e erro de medição. Para isto, utiliza 

conhecimento do sistema, do seu estado (mensurado), e uma estimativa. Assim, atualiza a 

estimativa do estado atual (k) do sistema através do estado medido e calcula uma nova 

estimativa para um tempo posterior (k+1), podendo assim ser usado recursivamente. 

 

Figura 17 – Fluxograma do Filtro de Kalman 

 
Fonte: Thacker e Lacey (1998, p.129) 

 

(51) 

(50) 
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Devido a isso, possuí grande aplicação em sistemas de controle de posição e 

rumo, tendo sua notória aplicação no programa espacial Apollo e em diversas aplicações 

militares. 

Seguindo a modelagem de Thacker e Lacey (1998), o qual define um processo 

com a seguinte forma: 

 

kkk wxx +=+1  

 

Onde kx  é o vetor de estados no instante k, Φ é a matriz de transição para o estado 

posterior (k+1), e kw
 
é o ruído de associado ao processo. 

Assumindo que as informações adquiridas observando o sistema são modeladas 

similarmente: 

 

kkk vHxz +=
 

 

Onde kz  é o vetor de estados medido, H é a conexão entre os estados, e kv
 
é o 

erro ou ruído associado à medição.  

O objetivo do problema é uma estimativa para os estados ( kx̂ ), Kalman modelou a 

atualização da estimativa de estados utilizando uma estimativa anterior ( kxˆ ) da seguinte 

forma: 

 

( )kkkkk xHzKxx −+= ˆˆˆ
 

 

Onde kK  é o ganho de Kalman, e o termo xHzk
− ˆ  é chamado de inovação ou 

residual mensurado. Para que possamos obter estimativas melhores, o ganho de Kalman tem 

que ser otimizado, assim, isto é feito derivando o traço da matriz de covariância de erros ( kP ) 

com relação ao ganho de Kalman, igualando a zero e solucionando a equação.  

 

( ) 1−
+= RHPHHPK T

k

T

kk  

( ) kkk PHKIP −=
 

 

(52) 

(55) 

(54) 

(53) 
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3.4 Lógica Nebulosa e Redes Neurais 

 

A lógica nebulosa (“fuzzy”), concebida em meados da década de 60 pelo 

matemático e engenheiro eletricista Lotfi A. Zadeh através da teoria de grupos difusos (“fuzzy 

sets”), tem como base o processamento multivalorado de informações. Ela possibilita uma 

“subordinação parcial” dos elementos a grupos, não ficando imposta lógica rígida como a 

Booleana. Assim, um dado não precisa ser “verdadeiro” ou “falso”, “zero” ou “um”, 

“membro” ou “não membro”, valores intermediários podem ser assumidos, como “quão 

verdadeiro” é este fato ou “quão falso” ele é. Com isso, podemos quantificar 

matematicamente estes dados e então processá-los de maneira a gerar um modo mais humano 

de ação. Além disso, aceita facilmente variáveis lingüísticas como “alto” ou “baixo”, por estes 

fatos é bastante empregada nas áreas de engenharia de processos e ciência da computação. 

Os controladores nebulosos, descrito por Jantzen (1998) como “controle por 

sentenças ao invés de equações”, utilizam regras difusas para correlacionar suas entradas e 

saídas, como, por exemplo, “SE rotação da roda direita é x E rotação da roda esquerda y E 

x>y, ENTÃO aplicar pressão no freio direito”, devido a isto, controla. 

 

Figura 18 – Diagrama de um controlador nebuloso direto 

 

Fonte: Jantsen (1998, p. 4) 

 

De acordo com Alavala (2007), controladores nebulosos possuem desempenho 

melhor do que os controladores PID. 

As redes neurais são, por definição, “arranjos interconectados de elementos de 

processamento ou nós, que a funcionalidade é fracamente baseada no neurônio. A capacidade 

de processamento da rede é então armazenada na força das conexões, ou “pesos”, obtidos por 

processos de adaptação, ou aprendizado, a partir de padrões de treinamento”. 

O propósito da utilização deste artifício é de gerar modelos de redes de neurônios 

artificiais, capazes de se intercomunicarem e “aprenderem” melhores caminhos de obtenção 
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do que se é desejado. Segundo Gurney (1997), uma rede de camada única (“Perceptron”) com 

função de ativação do condicional é a forma mais básica de neurônio artificial.  

 

Figura 19 – Neurônio artificial de camada única  

 

Fonte: Gurney (1997, p. 14) 

 

Está é composta por um nó, representado na figura como a função de somatório e 

limiar, pesos das conexões (Wi) e entradas (Xi). Nas redes neurais artificiais as entradas são 

combinadas nos nós com pesos diferentes e então inseridas em uma “função de ativação”, 

neste caso uma condicional retornando “zero” caso o limite não seja alcançado e “um” 

quando o valor ultrapassar o limite. O termo rede é utilizado para qualquer arranjo de 

neurônios artificiais. 

A capacidade de aprendizado da rede é obtida através da modificação das 

conexões existentes ou de criação de novas. Isto para redes neurais artificiais é realizado 

variando o peso de suas conexões.  

Esses dois artifícios são também utilizados em conjunto, produzindo a rede neural 

nebulosa, que tentará reproduzir a resposta correta com valores admissíveis de entrada, podem 

ser observados em algoritmos de reconhecimento facial e de imagem. 
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4. METODOLOGIA E OBSERVAÇÕES 

 

Foi realizada pesquisa bibliográfica em conjunto com realização de simulações e 

analise de resultados. Procurou-se gerar o máximo de informação possível ao que se refere à 

dinâmica de embarcações e controle de trajetória, para posterior desenvolvimento de 

algoritmos e simulações de veículos navais auto-tripulados e rastreamento de coordenadas. 

A veracidade dos resultados obtidos depende de quão o modelo utilizado se 

aproxima do real. Adotou-se abordagem do ponto de vista da cinemática, similar a contida na 

obra de Fossen (1994), pois, para o problema de rastreamento de coordenadas, isto traria 

maior simplicidade e facilidade na resolução das equações. Considerou-se, também, 

velocidade longitudinal constante e transversal nula, ou relativamente pequena, o que, caso 

não fosse verdade, alteraria a forma da equação da velocidade no sistema de referência 

inercial, conforme será visto a seguir. Sabe-se que para manobras este fato não é verdade, já 

que surgiriam acelerações fazendo com que o problema seja um pouco mais complexo do que 

o considerado. 

Observou-se também que o pacote “Marine Systems Simulator (MSS)” 

desenvolvido em conjunto por Fossen, Perez, Smogeli, entre outros, demonstra ser uma boa 

iniciativa para simulações de dinâmica de embarcações. Este pacote pode ser encontrado no 

site do seu criador e possuí algoritmos de fácil entendimento e adaptação para casos 

desejados. Algumas das referências do mesmo autor possuem exemplos de práticos com 

algoritmos em linguagem do MATLAB®.  

 

5. DESCRIÇÃO E RESULTADOS 

 

Para as simulações foi realizada abordagem de rastreio de coordenadas, 

similarmente contido na obra “Guidance and Control of Ocean Vehicles” de Fossen. Para 

isto, foi utilizada a função de transferência de Nomoto, que relaciona a deflexão do leme com 

a velocidade angular no eixo z e é obtida realizando a transformada de Laplace das equações 

(8) linearizadas. 
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As funções de transferência de Nomoto de 1ª ordem e de 2ª ordem possuem a 

seguinte forma: 

 

( )
( ) ( )Ts

K

+1
=

s

sr


 

 

( )
( )

( )
( )( )sTsT

sTK

21

3

11

1
=

s

sr

++

+


 

 

Onde T são constantes de tempo e K é o ganho da taxa de guinada estática, e 

ambos dependem do tipo da embarcação. 

Para as equações que ditam a cinemática do problema, foi utilizado modelo igual 

ao da figura, com a exceção de que a velocidade transversal v foi considerada nula para 

simplificação.  

 

Figura 20 – Sistema de referências para rastreamento de trajetória 

 

Fonte: Fossen (1994) 

 

 

 

 

 

(56) 

(57) 
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Assim, as expressões para as coordenadas no sistema de referencial inercial, do 

ponto de vista da cinemática: 

  

r=  

( )cos U=x  

( )sin U=y  

 

Assim, para a determinação das coordenadas, basta integrar as equações anteriores 

e aplicar as condições iniciais: 

 

( ) ( )0cos U xx +=    

( ) ( )0sin U yy +=    

 

Onde x(0) e y(0) são as coordenadas de partida. Com esse modelo, foi gerado 

diagrama de blocos no Simulink® para realização das simulações utilizando controle PID em 

malha fechada para alcançar o ângulo de leme desejado. Os parâmetros da função de 

transferência de Nomoto foram obtidos na literatura (Fossen (2011)) e os ganhos do 

controlador determinados mediante GUI Tuner interno ao próprio software.  

 

Figura 21 – Diagrama de blocos da simulação 

 

 

 

 

 

 

(59) 

(58) 
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Figura 22 – Subsistema com a cinemática  

 

 

Inicialmente desejou-se verificar o quão apropriado estava o diagrama, portanto os 

valores utilizados foram de tais maneiras a se obter mesmo resultado de Cuevas (2014).  

Uma vez analisada a verossimilhança dos resultados obtidos, partiu-se para 

realização de simulações com embarcação do tipo cargueiro da classe Mariner (K = 0.185; T1 

= 118; T2 = 7.8; T3 = 18.5). Empregou-se saturação do ângulo de leme significando o valor 

máximo que o equipamento consegue alcançar, o qual varia dependendo do tipo de leme 

empregado na embarcação.  

 

Figura 23 – Navio hospitalar da classe Mariner USS Haven (AH-12) da Marinha Americana 

 

Fonte: http://www.usshaven.org/ 
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Consideraram-se na simulação um ângulo Maximo de leme de 35º e velocidade de 

17,5 nós, assim como comandados ângulo de leme de 18º para estibordo aos 350 segundos de 

simulação e 33º para bombordo no instante igual a 500 segundos. Os resultados obtidos 

foram: 

 

Figura 24 – Rumo, Erro e Ângulo de leme para a simulação 

 

 

Figura 25 – Trajetória da embarcação 

 

 

Seria interessante, em outro trabalho, a implementação de sistema de piloto 

automático por geração de waypoints. Fossen listou dois tipos de controle de trajetória por 

waypoints, um que traça uma linha reta entre cada ponto na carta e outro que faz isso a cada 

instante, a qual ele especificou como por Linha de Visada (“Line of Sight”). 
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O controle de trajetória por reta entre dois pontos calcula o rumo desejado a partir 

de dois waypoints já determinados antes de se iniciar o movimento. 

 

( ) ( )

( ) ( ) 













−

−
=

0

0
arctan

txtx

tyty

dfd

dfd

d  

 

Já o por Linha de Visada, calcula a cada iteração um rumo desejado referente ao 

waypoint e a posição da embarcação no momento. 

 

( ) ( )
( ) ( ) 











−

−
=

txkx

tyky

d

d
d arctan  

 

Neste caso também, deve-se levar em consideração um raio máximo de aceitação 

(ρ0) que a embarcação deve passar próxima do waypoint, especificado de acordo com a 

natureza do problema. 

 

( ) ( )  ( ) ( )  2

0

22
=−+− tykytxkx dd  

 

Figura 26 – Guiagem por Linha de Visada 

 

Fonte: Fossen (1994) 

 

 

 

(61) 

(62) 

(60) 
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6. CONCLUSÃO E RECOMENDAÇÕES PARA FUTUROS 

TRABALHOS 

 

Foram obtidas respostas similares, quando utilizados os mesmo parâmetros, às 

alcançadas por Cuevas (2014). A formulação descrita por Fossen (1994) no problema de 

rastreio de coordenadas configura uma boa iniciativa para a implementação de sistemas de 

posicionamento dinâmico e controle de trajetória. Conseguiu-se, de maneira razoável, obter 

um modelo que resulta no mapeamento do movimento e orientação da embarcação no plano.  

Sugere-se que, para trabalhos futuros, seja aprimorado o modelo de controle de 

waypoint com formulação cinemática conforme foi utilizado nas simulações. Boa parte da 

literatura a respeito de sistema de guiagem automática utiliza definição similar, obtendo uma 

aproximação razoável e simples para o problema. Trabalhos passíveis de ajudarem em tal 

estão contidos nas referências e algumas informações dentro do texto. Uma investida 

interessante seria de implementar algoritmo de geração de pontos no mapa, de maneira a 

procurar que a embarcação alcance uma rota planejada. 
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APÊNDICE (Lewandowski (2004)) 

 

Para o cálculo da força gravitacional, temos que achar o vetor da aceleração da 

gravidade correspondente no sistema de referências do navio: 

 

     gRg
B

Ixyz

1−
=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kjigxyz
ˆθcosgcosˆθcosgsinˆθgsin  ++−=  

 

Logo, para a força devido à gravidade: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kjigF xyzG
ˆθcosgcosˆθcosgsinˆθsin  mmmgm ++−==  

 

Considerando a localização(ρ) de aplicação da força de gravidade, podemos 

calcular o momento devido a esta: 

 

GGxyzG FρM =  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )jiM
xyzG

ˆθcoscosθsinˆθcossinθcoscosg[  GGGG xzzym −−+−=  

( ) ( ) ( )( ) ]ˆθsinθcossin kGG yx ++   

 

Realizamos procedimento análogo para com a força de empuxo: 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kjiFRF B

B

IxyzB
ˆθcoscosˆθcossinˆθsin

1
 −−==

−
g  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )jiM
xyz

ˆθcoscosθsinˆθcossinθcoscos[  BBBBB xzzyg −−+−−=  

( ) ( ) ( )( ) ]ˆθsinθcossin kBB yx ++   

 

 

Onde   é o deslocamento da embarcação. 
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APÊNDICE (Thacker & Lacey) 

 

Definindo a matriz de covariancia dos erros e a matriz de covariância do erro de 

medição. 

 

  ( ) ( ) T

kkkk

T

kkk xxxxEeeEP ˆˆ −−==
 

( )( )  ( )( )  T

kkkkkkkkkkk vKxxHKIvKxxHKIEP −−−−−−= ˆˆ
 

 T

kk vvER =
 

 

Unindo as equações e manipulando, obtemos a formula de atualização da 

covariância: 

 

( ) ( ) T

kk

T

kkkk RKKHKIPHKIP +−−=
 

 

      ( ) T

k

T

kkkkkk KRHPHKTPHKTPTPT ++−= 2  

 

 
( ) ( )RHPHKPH

dK

PdT T

kk

T

k

k

k ++−= 22
 

 

( ) 1−
+= RHPHHPK T

k

T

kk  

 

Substituindo o ganho de Kalman ótimo na equação da estimativa da matriz da 

covariância dos erros: 

 

( ) kkk PHKIP −=  

 

 

 

 

 


