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Os sistemas dinâmicos não-suaves são comuns em sistemas de engenharia 

estando associados a contatos e descontinuidades e possuindo respostas complexas. O uso 

de materiais inteligentes permite atenuar amplitudes vibracionais indesejáveis explorando 

características como a dissipação histerética. Este trabalho apresenta uma investigação da 

dinâmica não-linear de um sistema com contato envolvendo ligas com memória de forma. 

Considera-se um sistema dinâmico com um grau de liberdade sujeito a contato unilateral 

em um suporte descontínuo que possui um elemento com memória de forma. O 

comportamento termomecânico das ligas com memória de forma é descrito a partir de um 

modelo constitutivo com cinética de transformação assumida. Simulações numéricas são 

realizadas comparando a resposta de um suporte elástico com o suporte com memória de 

forma. Os resultados mostram mudanças significativas nas respostas devidas às 
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Non-smooth dynamical systems are common in engineering systems being 

associated with impacts and discontinuities, presenting complex responses. The use of 

smart materials allows attenuating undesirable vibration amplitudes by exploiting 

characteristics such as hysteretic dissipation. This work presents an investigation of the 

nonlinear dynamics of an impact system involving shape memory alloys. It is considered 

a one degree of freedom system subjected to unilateral impact on a discontinuous support 

with a shape memory alloy element. The thermomechanical behavior of shape memory 

alloys is described by a constitutive model with assumed transformation kinetics. 

Numerical simulations are performed comparing the response of an elastic support with 

the shape memory support. Results show significant changes in responses due to phase 
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1 INTRODUÇÃO 
 

A não linearidade do tipo não suave é abundante na natureza, estando relacionada a 

fenômenos de atrito ou descontinuidades associadas a contatos intermitentes entre componentes 

do sistema dinâmico. As não suavidades são especialmente importantes em sistemas rotativos 

e osciladores descontínuos. Tipicamente, esses sistemas possuem diferentes modos de resposta 

que representam as condições sem contato e com contato.  

Os sistemas não suaves possuem uma complexidade incomum, necessitando de um 

tratamento adequado. SAVI et al. (2007) apresentaram uma análise dinâmica numérica e 

experimental de um oscilador descontínuo. Esse oscilador é submetido a um forçamento 

externo excitado por um motor elétrico em laboratório. 

Diversos trabalhos exploraram os diferentes aspectos da riqueza dinâmica de sistemas 

não suaves, destacando-se os seguintes: WIERCIGROCH et al. (1998); TODD & VIRGIN 

(1996, 1997); BEGLEY & VIRGIN (1998); SLADE et al. (1997); VIRGIN & BEGLEY 

(1999); PIIROINEN et al. (2004). WIERCIGROCH (2000) tratou da modelagem de sistemas 

dinâmicos com descontinuidades dependentes de movimento. LEINE (2000); LEINE et al. 

(2000); LEINE & VAN CAMPEN (2002a, 2002b) avaliaram diferentes aspectos de sistemas 

não suaves incluindo bifurcações, caos e procedimentos de modelagem.  

A descrição de sistemas rotativos por meio do modelo de Jeffcott (JEFFCOTT, 1919) 

é usual na literatura, representando de forma simples e satisfatória o sistema rotor-mancal. A 

característica não suave desse sistema mostra a importância de investigar sistemas 

descontínuos para uma grande variedade de aplicações. SRIVASTAVA et al. (2021); BOU-

SAÏD et al. (2020); SILVA et al. (2013) avaliaram a excentricidade e os efeitos de rotação de 

um sistema rotor-mancal rígido conforme modelo de Jeffcott.  

SIRA-RAMIREZ et al. (2007); KARPENKO et al. (2002, 2003); ZHANG et al. (1999) 

avaliaram a complexidade da dinâmica envolvida em sistemas de rotor-mancal por meio de 

ferramentas de dinâmica não linear. MOREIRA (2017) identificou a sensibilidade às 

condições iniciais para uma mesma frequência de forçamento ao perceber mudanças abruptas 

de periodicidade de movimento até o regime caótico. Outros aspectos da dinâmica não linear 

de sistemas rotativos não suaves são discutidos nas seguintes referências: PHADATARE & 

PRATIHER (2021); SIMADER et al. (2021); SGHIR (2021); YANG et al. (2021); XING et 

al. (2021); PATIL & JADHAV (2020); ZHANG et al. (2012); LIU et al. (2019); 

PASYNKOVA et al. (2006); SHEN et al. (2007); ZHANG et al. (2020). 
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Nos últimos anos houve um aumento do interesse pelos chamados materiais 

inteligentes devido a uma variedade de vantagens técnicas que esses materiais apresentam em 

muitas aplicações de diversas áreas de emprego direto de altas tecnologias. Os materiais 

inteligentes possuem um acoplamento multifísico e incluem os materiais piezelétricos e 

magnetorreológicos, além das ligas com memória de forma, do inglês Shape Memory Alloys 

(SMAs). As SMAs apresentam a habilidade de recuperar uma forma pré-definida sob a ação de 

um carregamento termomecânico adequado, sendo empregadas em uma variedade de 

aplicações nos mais variados campos do conhecimento humano. 

As propriedades singulares das SMAs são devidas às transformações de fase sólidas, 

representadas essencialmente por 2 fases cristalográficas: a austenita e a martensita (SAVI et 

al., 2016). As SMAs têm se mostrado interessantes para aplicações dinâmicas explorando tanto 

a dissipação histerética quanto a variação de rigidez induzida pela transformação de fases.  

SAVI et al. (2015) apresentaram uma revisão de diversas aplicações dinâmicas de sistemas com 

SMA, mostrando respostas complexas (inclusive caóticas).  

A combinação das não linearidades não suaves com as SMAs pode fornecer condições 

adequadas para o controle vibracional passivo de sistemas descontínuos, notadamente sistemas 

rotativos. Trabalhos importantes com os chamados rotores inteligentes quanto à análise de 

incertezas e controle de vibrações são atribuídos a PISAREV et al. (2021); ZHAO et al. (2021); 

UNGURÁN et al. (2019); KOROISH et al. (2018); RAIOLA et al. (2016); ENEMARK & 

SANTOS (2016); MOLINA et al. (2015); BERNHAMMER et al. (2016); BERGAMI & 

HENRIKSEN (2014); SILVA et al. (2013).  

BORGES et al. (2018) propuseram um sistema rotativo com elementos com memória 

de forma mostrando reduções de até 60% de amplitude por alteração de rigidez do sistema 

durante o período de ressonância na primeira velocidade crítica. ENEMARK et al. (2015) 

avaliaram a dinâmica de rotores, comparando molas de aço com molas de SMA, e mostraram 

diminuição de até 47% de amplitudes de vibração e alteração máxima de 7% nas 2 primeiras 

velocidades críticas por variações de temperatura, o que elucida o comportamento adaptativo 

do sistema com a temperatura de elementos de SMA. ALVES et al. (2018) realizaram 

investigações numérica e experimental para avaliar o efeito pseudoelástico em uma suspensão 

de fios de SMA pré-tensionados que melhoram as respostas dinâmicas de um rotor flexível. 

O interesse em mitigar o efeito da vibração de sistemas submetidos a contato lateral e 

radial tem aumentado com o emprego das SMAs que podem ser incorporados a componentes 

mecânicos de tais sistemas, com o objetivo de controle ativo ou passivo de vibrações de 



3 

 

 

máquinas como turbinas e rotores em geral. SANTOS & SAVI (2009) obtiveram resultados 

com reduções de amplitudes vibracionais de um oscilador de 1 grau de liberdade quando 

submetido a contato com suporte descontínuo em razão do efeito dissipativo-histerético de um 

suporte de SMA descrito a partir do modelo constitutivo de SAVI & PAIVA (2005).   

O objetivo deste trabalho é investigar a dinâmica não linear de um oscilador não suave 

de 1 grau de liberdade com suporte descontínuo representado por uma mola helicoidal de SMA. 

Uma excitação externa é proporcionada por uma massa desbalanceada rotativamente. 

Nessa perspectiva, a principal motivação deste trabalho é investigar as propriedades 

adaptativas das SMAs para alterar a dinâmica complexa envolvida em sistemas descontínuos. 

O comportamento termomecânico das SMAs é descrito por meio de um modelo com cinética 

de transformação assumida, proposto por BRINSON (1993). A dinâmica do sistema é analisada 

considerando diferentes condições de operação. Os resultados de simulações numéricas 

indicam que a dissipação de energia no contato do sistema com o suporte altera 

significativamente a dinâmica do sistema quando existe transformação de fase. A contribuição 

deste trabalho é mostrar que, em função do efeito dissipativo-histerético devido às 

transformações de fase da mola de SMA, as reduções de amplitudes vibracionais do sistema 

variam de acordo com a temperatura. Essa adaptabilidade permite controlar o nível de 

dissipação desejado para o sistema, atenuando situações indesejáveis de vibração.  

 

1.1  Organização do Trabalho 
 

O trabalho está organizado em 7 capítulos. O primeiro capítulo contém esta 

INTRODUÇÃO, em que são mencionados os principais materiais inteligentes com destaque 

para descrição e contribuição das SMAs. O segundo capítulo refere-se às LIGAS COM 

MEMÓRIA DE FORMA (SMAs) com suas aplicações.  

O terceiro capítulo trata da MODELAGEM MATEMÁTICA do sistema dinâmico não 

suave com suporte descontínuo avaliado neste trabalho, contemplando uma modelagem 

constitutiva aplicável à mola helicoidal constituída de SMA e conectada ao suporte descontínuo 

do referido sistema, para obtenção das equações de movimento do sistema, suas variáveis de 

estado e o procedimento utilizado para implementação numérica. 

O quarto capítulo mostra os resultados obtidos de SIMULAÇÕES NUMÉRICAS de 

vibrações livres e forçadas do sistema a diferentes temperaturas e condições de operação para 

comparação dos resultados no caso elástico (sem SMA) com os resultados no caso com SMA.  
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O quinto capítulo apresenta a CONCLUSÃO E OBSERVAÇÕES FINAIS. O sexto 

capítulo relaciona as REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS citadas neste trabalho e no sétimo 

capítulo é apresentado um APÊNDICE que contém um quadro-resumo das equações dinâmicas 

do sistema, equações constitutivas e de cinética de transformação de fase (leis de evolução) 

para SMA conforme o modelo constitutivo unidimensional de BRINSON (1993). 
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2 LIGAS COM MEMÓRIA DE FORMA (SMAs) 

 

As propriedades singulares das SMAs são devidas às transformações de fase sólidas, 

representadas essencialmente por 2 fases cristalográficas (BRINSON, 1993): a austenita (de 

estrutura cúbica de corpo centrado, estável a elevadas temperaturas e livre de tensões); e a 

martensita (de estrutura cúbica de face centrada, estável a baixas temperaturas e livre de 

tensões), induzida tanto por temperatura quanto por tensão. A austenita possui somente 1 

variante, enquanto a martensita tem 24 variantes associadas a orientações cristalográficas 

distintas entre si. As variantes da martensita podem ser induzidas por tensão (martensita não 

maclada ou, em inglês, detwinned) ou temperatura (martensita maclada ou, em inglês, twinned).    

Os principais fenômenos associados aos comportamentos termomecânicos das SMAs 

são conhecidos como pseudoelasticidade (ou superelasticidade), efeito de memória de forma 

ou, do inglês, Shape Memory Effect (SME) e transformações de fase devido à variação de 

temperatura (SAVI et al., 2016).  

SAVI et al. (2016) ressaltam ser necessário que algumas temperaturas características 

de SMA sejam definidas para introduzir os comportamentos termomecânicos característicos das 

transformações de fase de SMA, isto é, ao considerar um estado livre de tensão, as temperaturas 

𝐴௦ e 𝐴௙ são, respectivamente, a de começo e término de formação de austenita (𝐴), enquanto 

𝑀௦ e 𝑀௙ são as temperaturas, respectivamente, de formação inicial e final de martensita (𝑀). 

Logo, se uma amostra estiver livre de tensão (𝜎 = 0) e submetida a variações de temperatura, 

ocorrerão transformações de fase definidas por essas temperaturas.   

Na Figura 1 extraída de SAVI et al. (2016) é apresentada uma curva típica 𝜀 ×  𝑇 

(deformação-temperatura absoluta). 

 

Figura 1 – Efeito da variação de temperatura na transformação de fase de SMA. 
Extraído de SAVI et al. (2016). 
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Na Figura 1, a amostra está em estado martensítico maclado, composto por um total 

de 24 variantes, a pequenas temperaturas inferiores a 𝑀௙. Elevando a temperatura, a 

transformação de fase martensítica inversa (𝑀 ⟹ 𝐴) começa em 𝐴௦, ponto A, finalizando em 

𝐴௙, no ponto B. Ao reduzir a temperatura ocorre a transformação de fase martensítica direta 

(𝐴 ⟹ 𝑀), iniciando em 𝑀௦, no ponto C, e terminando em 𝑀௙, no ponto D. Tendo em vista que 

as temperaturas de transformação de fase (A ⟶ B e C ⟶ D) para cada fase (AB e CD) têm 

valores diferentes, de 𝐴௦ para 𝐴௙ e de 𝑀௦ para 𝑀௙, a amostra terá um comportamento histerético 

dissipativo (ciclo ABCD) mostrado na área hachurada da curva 𝜀 ×  𝑇 da Figura 1. 

SAVI et al. (2016) descrevem que a pseudoelasticidade (ou superelasticidade) sempre 

ocorre quando uma amostra de SMA está a uma alta temperatura superior a 𝐴௙. Nesse caso, 

isotermicamente a Figura 2 (a) extraída de SAVI et al. (2016) mostra a curva típica tensão-

deformação (𝜎 –  𝜀), expressando o comportamento macroscópico de SMA. Um processo de 

carregamento mecânico ocasiona uma restituição elástica até atingir um valor crítico (ponto A), 

no qual surge a transformação martensítica direta (𝐴 ⟹ 𝑀), encerrando no ponto B cuja a 

estrutura cristalina da amostra é inteiramente composta por martensita não maclada 𝑀 + 

(variante simples). Para tensões maiores, a SMA apresenta uma restituição linearmente elástica. 

Durante o processo de descarregamento, a amostra apresenta um processo de recuperação 

elástica (B ⟹ C). Do ponto C ao ponto D é possível perceber a transformação martensítica 

inversa (𝑀 ⟹ 𝐴). Depois disso, no descarregamento a amostra tem comportamento elástico.  

 

 

  

 

 

  

 

 

 

                              (a)                                                                               (b) 
Figura 2 – Comportamento pseudoelástico (ou superelástico). 

Extraído de SAVI et al. (2016). 
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Conforme SAVI et al. (2016), o processo de carregamento/descarregamento é 

concluído quando as SMAs não apresentam deformação residual (𝜀௥ = 0). No entanto, visto que 

os caminhos das transformações martensíticas direta e inversa não coincidem ocorre um ciclo 

de histerese associado à energia dissipada. O efeito pseudoelástico pode ser observado de outro 

modo mediante Figura 2 (b) extraída de SAVI et al. (2016). Inicialmente, ao considerar uma 

temperatura superior a 𝐴௙, existe somente a fase austenítica ①. Carregamento mecânico 

isotérmico é aplicado para surgir martensita não maclada ②. Enquanto ocorre 

descarregamento, o processo de transformação martensítica inversa (𝑀 + ⟹ 𝐴) acontece e ao 

cessar a carga, ③, a amostra não apresenta deformação residual (𝜀௥ = 0). 

SAVI et al. (2016) explicam que o SME ocorre a temperaturas inferiores a 𝐴௦. 

Tipicamente, o comportamento macroscópico de SMA da amostra e o SME podem ser 

observados na curva de tensão-deformação (𝜎 –  𝜀) indicada para 𝑇 < 𝑀௙ na Figura 3 (a) 

extraída de SAVI et al. (2016). Ao carregar mecanicamente a amostra, a tensão nela atinge um 

valor de ponto crítico (ponto A) e o processo de reorientação da martensita maclada à martensita 

não-maclada inicia, encerrando no ponto B. Ao terminar o processo de carregamento-

descarregamento mecânico, a amostra de SMA indica uma deformação residual máxima, 𝜀௥, no 

ponto C, a qual pode ser recuperada aquecendo-se a amostra e isso induz a transformação de 

fase martensítica inversa (𝑀 + ⟹ 𝐴), processo conhecido por ser unidirecional do SME. Esse 

fenômeno corresponde ao movimento do ciclo (ou laço) de histerese da Figura 3 (a) extraída de 

SAVI et al. (2016). Ao reduzir a temperatura, a altura do laço de histerese se torna menor. 

 

 

 

 

  

  

 

 

                     

 

                                (a)                                                                            (b) 
Figura 3 – Efeito de memória de forma ou, do inglês, Shape Memory Effect (SME). 

Extraído de SAVI et al. (2016). 
 

𝜀௥  



8 

 

 

SAVI et al. (2016) apresenta que uma alternativa de observar o SME é mostrada na 

Figura 3 (b) extraída de SAVI et al. (2016). A princípio, a temperatura da amostra de SMA é 

superior a 𝐴௙, ①, na qual a amostra tem somente a fase austenítica. Ao reduzir a temperatura 

da amostra de SMA e cruzar a linha relacionada a 𝑀௙, a transformação de fase inicia e a austenita 

é substituída pela martensita maclada. Essa transformação é finalizada no momento em que a 

temperatura da amostra é inferior a 𝑀௙, ②. Um carregamento mecânico isotérmico é aplicado 

(②⟶③) e disso surge martensita não maclada. Ao cessar essa carga, a amostra indica uma 

deformação residual, ③. Por aquecimento (③⟶④), recupera-se a forma anterior da amostra 

que ocasiona a transformação martensítica inversa (𝑀 + ⟹ 𝐴). SAVI et al. (2016) descreve 

que por um processo de treinamento obtém-se o SME bidirecional. Esse processo atua para a 

amostra ter as formas nas fases austenita e martensita. Variações de temperatura geram 

alterações na forma da amostra livre de carregamento mecânico. ZHANG et al. (1991) aponta 

que, normalmente, há 2 processos de treinamento: SME cíclico mediante surgimento da 

martensita não maclada, e o treinamento de martensita induzida por tensão ou, do inglês, Stress-

Induced Martensite (SIM) training. Todos esses induzem significativas deformações plásticas. 

Embora descrever o comportamento termomecânico das SMAs seja complexo, em 

razão de fenômenos intrínsecos do material, existem diversos modelos propostos para essas 

ligas disponíveis na literatura, ressaltando destacar a pesquisa de SAVI et al. (2005) que avaliou 

os subciclos internos devido a transformações de fase incompletas que ocorrem nas SMAs. Entre 

os vários modelos sugeridos para avaliar os fenômenos inerentes às SMAs, 

unidimensionalmente foram publicados trabalhos de FALK (1980 e 1983) que exploraram o 

modelo de energia livre, mecânica e termodinâmica de SMA; de TANAKA (1986) que esboçou 

o aspecto termomecânico de SME; de BRINSON (1993) que avaliou o comportamento 

constitutivo de SMA por derivação termomecânica com funções de material não constantes e 

variável interna de martensita redefinida; de AURICCHIO & SACCO (1997) que abordaram 

um modelo com diferentes propriedades elásticas entre austenita e martensita; de SAVI et al. 

(2002a) que realizaram modelagem fenomenológica e simulação numérica de SMA de um 

modelo acoplado de transformação de fase termoplástica; de PAIVA et al. (2005) que 

apresentaram um modelo constitutivo para SMA com tração e compressão, ambas, considerando 

plasticidade e assimetria; e de ADEODATO et al. (2022) que abordaram um modelo 

constitutivo de SMA com função polinomial para cinética de transformação de fase. 

Tridimensionalmente, importantes pesquisas foram realizadas por FREMOND & 

MIYAZAKI (1996) que descreveram uma robusta teoria macroscópica termomecânica das 
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SMAs; por SOUZA et al. (1998) que identificaram a influência geométrica da não linearidade 

associada ao comportamento mecânico de molas helicoidais de SMA; por BROCCA et al. 

(2002) que desenvolveram um modelo constitutivo para SMA com base no Modelo de 

Microplano; por AURICCHIO & PETRINI (2004) que elaboraram uma modelagem que 

descreve transformações de fase sólida induzidas por tensão e temperatura com acoplamento 

termomecânico para aplicações em compósitos híbridos; por PANICO & BRINSON (2007) 

que apresentaram uma modelagem fenomenológica para reorientação de martensita nas SMAs; 

por POPOV & LAGOUDAS (2007) que produziram um modelo constitutivo para SMA 

capturando os efeitos de pseudoelasticidade (ou superlasticidade) e separação de martensita 

auto-acomodada; por AURICCHIO et al. (2007) que descreveram uma modelagem para 

transformação de fase sólida induzida por tensão permanentemente inelástica; por 

ARGHAVANI et al. (2010) que elaboraram um modelo constitutivo fenomenológico para SMA 

submetido a cargas multiaxiais; por OLIVEIRA et al. (2010) e OLIVEIRA (2013) que 

apresentaram um modelo constitutivo de SMA desenvolvido com modelagem termodinâmica; 

por OLIVEIRA (2016) que abordaram plasticidade no comportamento termomecânico das 

SMAs; por CHEMISKY et al. (2018) que elaboraram um modelo constitutivo que incorpora 

estrutural e funcionalmente os efeitos de fadiga em atuadores compostos de SMA; por 

PHILLIPS et al. (2019) que mostraram um estudo de como o dano interno evolui durante a 

atuação de fadiga em SMA; e modelagem constitutiva incluindo fadiga em SMA a partir do 

trabalho de DORNELAS (2020), descrição macroscópica da fadiga funcional dessas ligas por 

DORNELAS et al. (2020) e modelagem constitutiva com observação experimental por 

DORNELAS et al. (2021). 

As propriedades termomecânicas das SMAs já eram conhecidas desde a década de 

1930 (SAVI, 2017). Dessas ligas as resultantes da combinação de Níquel e Titânio (Ni-Ti) são 

conhecidas como Nitinol desde os anos 1960 (SAVI et al., 2016), e que têm desde aquela época 

(SAVI, 2017) atraindo interesse tecnológico (em razão de especificidades únicas dessas ligas) 

em diversas aplicações distintas do conhecimento humano, destacando-se as áreas de controle 

biomédico, robótica, aeroespacial e de vibrações (SAVI et al., 2016). Essas propriedades 

singulares das SMAs estão cada vez mais despertando motivação e aplicação para os avanços 

tecnológicos em várias áreas da ciência e tecnologia, com destaque nas áreas de engenharia, de 

indústria biomédica, de controle de vibração, robótica e engenharia aeroespacial, além de 

acoplamentos, juntas de tubos, sensores e/ou atuadores, e componentes para contato de 

equipamentos alternativos e rotativos, o que será vista na próxima seção.  
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2.1 Aplicações 

 

Tendo em vista o que foi até aqui apresentado sobre os comportamentos 

termomecânicos das SMAs dependerem da temperatura, conferindo comportamento adaptativo 

a essas ligas, o seu uso tem sido amplamente aplicado à dinâmica de estruturas inteligentes com 

grande potencial, sendo desenvolvidas principalmente pelo investimento industrial. Por isso, as 

propriedades notáveis das SMAs estão atraindo significativamente mais interesse tecnológico 

em diversos contextos científicos e de engenharia, da biomédica às aplicações aeroespaciais 

(SAVI et al., 2016). 

Estudos destacam que o emprego de SMA no campo da biomedicina tem se mostrado 

eficiente devido à característica de dispositivos não invasivos e também pela excelente 

biocompatibilidade dessas ligas. Em geral, as SMAs são bem sucedidas ao serem empregadas 

em instrumentos cirúrgicos, mecanismos cardiovasculares, ortopédicos e aparelhos 

ortodônticos, entre outras aplicações de dispositivos biomédicos constituídos de SMA, como as 

estruturas auto-erigíveis que exploram a biocompatibilidade de maneiras diferentes.  

Das aplicações da biocompatibilidade das SMAs, uma de grande utilidade é a descrita 

por DUERIG et al. (1990) referente à finalidade principal do filtro Simon que é a de filtragem 

dos coágulos na corrente sanguínea, enquanto a de AHLHELMET et al. (2009) destaca que o 

objetivo mais importante dos stents autoexpansíveis é o de suportar qualquer passagem tubular 

como, por exemplo, vasos sanguíneos. Além disso, DUERIG et al. (1999), REYNAERLS et 

al., (1997) e MACHADO & SAVI (2002, 2003) apresentaram aplicações biomédicas do tipo 

ortodônticas e ortopédicas.  

Outros empregos das SMAs, somadas às aplicações biomédicas, dizem respeito aos 

que são explorados nas áreas de engenharia. Juntamente às aplicações de SMA na indústria 

marítima, são mencionados nesta seção o emprego de SMA no controle de vibração, na robótica 

e na engenharia aeroespacial.  No contexto de possíveis aplicações na área marítima, 

IVOŠEVIĆ & RUDOLF (2019) destacam o uso de SMA em tubos subaquáticos em lugar das 

soldas orbitais e seu emprego como componente de termostato de dispositivos subaquáticos. 

Esses autores apontam que as SMAs possuem, em ambiente marinho, elevada resistência à 

corrosão e à fadiga. Por isso, o uso de SMA para favorecer a dinâmica de estruturas inteligentes 

tem um excelente potencial e isso tem sido investido pela indústria marítima para desenvolver 

essas estruturas. REDINIOTIS et al. (2002) abordaram um protótipo de hidrofólio flexível 

multi-atuado por SMA em túnel de água que simula propulsão hidrodinâmica.  
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Nesse protótipo, os fios de SMA são acionados externamente por fonte de aquecimento 

elétrico. VAIDYANATHAN et al. (2000) relatam o emprego de SMA em robô hidrostático na 

indústria marítima, destacando que molas de SMA usadas no robô (submetido a pressões de 

profundidade elevadas) propiciam uma dinâmica ondulante que o capacita a transpor 

obstáculos. Mediante investigação experimental realizada por RAO et al. (2014) foi possível 

avaliar como fios de SMA responderam pseudoelasticamente (ou superelasticamente) a esforços 

torcionais na região de histerese com transformações parciais. 

O controle de vibrações é de muita relevância dentro da engenharia mecânica. Nesse 

contexto, as SMAs são utilizadas para controle vibracional passivo de estruturas devido à sua 

elevada capacidade dissipativa associada ao seu comportamento histerético cuja vantagem 

elevada é quanto maior a dissipação decorrente de maior amplitude. Isso foi verificado por 

VAN HUMBEECK et al. (1999) quando estudaram aplicações não médicas de SMA, e por 

SAVI et al. (2011) mediante simulação numérica para investigar o comportamento dissipativo 

por histerese de absorvedor vibracional adaptativo de SMA. ROGERS (1995) e BIRMAN 

(1997) relatam que para controle vibracional uma alternativa é a utilização de fios de SMA 

embutidos em matrizes compostas que alteram as propriedades mecânicas de finas estruturas. 

Outras importantes contribuições como a de OBERAIGNER et al. (2002), MCCORMICK et 

al. (2006), SITNIKOVA et al. (2009), TUISSI et al. (2009) também abordam elementos de 

SMA para atenuar amplitudes vibracionais. 

SAVI et al. (2011) investigaram numericamente a possibilidade de emprego de SMA 

em um componente conhecido como Absorvedor de Vibrações Sintonizado ou, do inglês, 

Tuned Vibration Absorver (TVA), um tipo de dispositivo de controle vibracional passivo 

clássico que consiste em um oscilador (sistema secundário) acoplado a um sistema primário. 

Ao ajustar por igualar as frequências natural do TVA e de excitação do sistema primário, 

atenuam-se os parâmetros vibracionais do sistema primário. Pesquisas de WILLIAMS et al. 

(2002, 2005) e TISEO et al. (2010) apresentaram o Adaptive Tuned Vibration Absorver (ATVA) 

de SMA que é um tipo de dispositivo adaptativo de TVA, usando SMA, para controle vibracional 

adequado de sistemas em que as frequências são desconhecidas ou variam. A utilização de SMA 

em TVA permite um maior intervalo de atuação desse tipo de absorvedor. SAVI et al. (2011) e 

AGUIAR et al. (2013) enfatizam que os ATVA de SMA possuem a capacidade de ajuste de sua 

rigidez conforme a temperatura de SMA, o que possibilita aos ATVA de SMA atenuarem as 

vibrações do sistema primário em um determinado intervalo de frequência.  
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Ainda no contexto de absorvedores sintonizados de vibrações, um dispositivo de TVA 

usado em plataformas de petróleo foi proposto por GHASEMI et al. (2019) para atenuar 

amplitudes vibracionais de contraventamentos, choques, abalos sísmicos e perturbações 

ondulatórias que submetem equipamentos mecânicos e elementos estruturais à fadiga devido 

aos carregamentos cíclicos induzidos no convés da plataforma, o que compromete por 

interrupção e desconforto dos tripulantes a produção de petróleo na plataforma. Trata-se de uma 

massa desse dispositivo conectada ao convés da plataforma por meio de um dissipador 

doravante conhecido por VG-SMA formado por barras de SMA, cilindro e pistão cujos limites 

são vários batentes nas quais são conectadas as barras. 

Esse projeto de ATVA de SMA consiste de um absorvedor de vibrações adaptativo cujo 

fio de liga de Ni-Ti pré-tensionado é fixo nas extremidades com uma massa concentrada em 

seu centro geométrico. Mediante efeito Joule, o fio é aquecido por uma corrente elétrica com o 

intuito de forçar o campo interno de tensões a variar, inibindo a deformação, para atingir uma 

grande alteração de frequências naturais controladas. 

Um outro contexto de elevado potencial de emprego de SMA é a área de robótica cujo 

intuito é simular um atuador muscular. Nesse sentido, SAFAK et al. (2002) relatam que são 

envidados grandes esforços para reproduzir o movimento muscular natural de animais em robôs 

por meio de aspectos locomotivos em locais irregulares, acidentados, ou de difícil acesso, como 

nas profundezas de oceanos e rios. SAFAK et al. (2002) realizaram um trabalho que consiste 

de um robô de 8 pernas, total de 24 graus de liberdade, sendo 3 por perna, e um conjunto de 

atuadores de SMA que operam por ação de corrente elétrica com uso de SME para favorecer a 

dinâmica rotacional das articulações desse robô. Uma garra flexível que corresponde a 2 vigas 

flexíveis foi introduzida por CHOI et al. (2001). Conectada a uma base de garra cada uma 

dessas vigas está conectada a 2 molas, sendo uma de SMA (utilizada como atuador), enquanto 

a outra mola é convencional e possui a função de restituir a posição do feixe de molas. Uma 

mola em espiral também existe para ligar as arestas livres das 2 vigas. A monitoração da 

deflexão do feixe de molas (acionadas externamente) é feita mediante uso de extensores (ou 

strain gages). JANI et al. (2014) destacam que 4 atuadores de SMA foram desenvolvidos para 

emprego em um robô com 13 graus de liberdade que pode voar multidirecionalmente. 

Em várias situações que envolvem risco a determinadas atividades humanas são 

necessários os sistemas autônomos, o que tem conduzido a diversas pesquisas para 

desenvolvimento de robôs combinando mobilidade e precisão operacionais para desativar 

bombas e minas terrestres. DILIBAL & DILIBAL (2002) descrevem um protótipo de mão 
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robótica constituída de SMA na região de dedos acoplados a um tubo flexível no interior do 

qual passa um fluido. O princípio de funcionamento do atuador é o SME reversível e a 

temperatura do fluido (a qual aquece ou resfria a SMA) controla o movimento do dedo. Isso 

apresenta como vantagens principais comparativamente a sistemas pneumáticos e hidráulicos 

o controle vibracional maior da força exercida à mão, riscos menores no seu uso e redução do 

peso total do equipamento, sendo, portanto, mais versátil. 

A aplicação de SMA na área aeroespacial abrange o programa de aeronaves de asa fixa, 

espaçonaves, painéis solares, entre outros. Pesquisas são realizadas com intuito de implementar 

tecnologias de materiais inteligentes para controle vibracional ativo, um passo importante no 

desenvolvimento e na otimização de desempenho de levantamento de corpos rígidos. 

Utilizações vantajosas de SMA empregada em veículos aeroespaciais foram relatadas 

por IKEDA (2011) ao abordar que estruturas mais leves, resistentes e seguras podem ser 

adquiridas, como, por exemplo, os pneus que foram desenvolvidos pela NASA ao capturarem a 

pseudoelasticidade de fios de SMA apresentam a capacidade de restituir sua geometria inicial, 

ao transpor um obstáculo, significativa resistência à tração em área arenosa e redução de peso. 

PACHECO & SAVI (2000) modelaram e simularam numericamente a dinâmica de um 

dispositivo de SMA para aplicações aeroespaciais.  

As SMAs empregadas em diversos componentes aeronáuticos, como, por exemplo, os 

flaps inteligentes dispensam que esses dispositivos utilizem sistemas hidráulicos extensos, além 

de atuadores e bombas, o que aumenta 2 pontos críticos do projeto aeronáutico (o peso e o seu 

custo). Pesquisas indicam que dispositivos que empregam as SMAs solucionam esse problema 

do projeto aeronáutico. Uma dessas soluções consiste em fios de SMA nas partes superior e 

inferior do flap. Além do controle de aquecimento por corrente elétrica nos fios, a geometria 

do flap pode ser controlada, otimizando o peso e a eficiência do projeto aeronáutico.  

KUDVA et al. (1999) relatam que um dos programas mais populares de aeronaves de 

asa fixa foi o Programa Asa Inteligente ou, do inglês, Smart Wing Program, desenvolvido por 

uma equipe de pesquisa, com apoio da NASA, AFOSR e AFRC. O objetivo era desenvolver 

tecnologias inteligentes para melhoria de aeronaves militares no tocante ao seu desempenho 

aerodinâmico. O grupo de trabalho concebeu uma asa adaptativa com mecanismos integrados 

de atuação que ajustam a superfície padrão da asa e fornecem uma forma aerodinâmica para 

uma alta variedade de regimes de voo.  

HARTL & LAGOUDAS (2007) descrevem que o modelo de asa inteligente possui 

flap articulado, incorporado e forma de aileron usando cabos de SMA. A partir dessas melhorias 
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foi obtida uma deflexão de 10° da superfície de controle. Com o uso de tubos de torque foi 

possível uma torção de 5° da estrutura da asa, o que melhorou o desempenho de 8 a 12% 

relativamente à superfície de asa convencional. PITT et al. (2001) descrevem que, em parceria 

com o Laboratório de Pesquisa Naval da Marinha Norte-Americana, a NASA desenvolve um 

programa de utilização de atuadores de SMA para ajuste do aspecto geométrico de entrada de 

ar em motores aeronáuticos a velocidades subsônicas. A pesquisa de WANG et al. (2023) 

aponta significativa melhora de operação dos motores além de otimização da sua configuração 

estrutural com o uso de SMA. 

Ainda no contexto aeronáutico, a engenharia tem sido desafiada ao longo dos anos a 

reduzir os ruídos aeroportuários em razão do crescimento internacional da frota de aeronaves e 

de aeroportos relativamente próximos a grandes centros urbanos. Os níveis desses ruídos 

permitidos no pouso e decolagem têm sido cada vez mais controlados em todos os países. Uma 

alternativa para redução desses ruídos é, segundo HARTL & LAGOUDAS (2007) e mostrada 

na Figura 4 extraída de SAVI et al. (2016), por meio de divisas e barras de SMA instaladas na 

saída das turbinas para o fluxo de descarga de gases ser misturado. Essas barras dobram as 

divisas no fluxo de gases de combustão durante o voo à altitude pequena ou a velocidades 

baixas, para elevar a mistura de gases e reduzir o ruído gerado. Quando em velocidades altas 

ou altitudes elevadas, as barras de SMA retornam à fase martensítica porque são resfriadas. Essa 

transformação de fase altera o formato das divisas, aumentando a eficiência da turbina. Nesse 

caso, o sistema elétrico por meio de corrente elétrica nas barras de SMA favorece a temperatura 

induzir transformação de fase nas referidas barras. 

 

 

Figura 4 – Instalação de divisas e barras de SMA na saída das turbinas (HARTL & 
LAGOUDAS, 2007). Extraído de SAVI et al. (2016). 
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Em 2023, segundo a BUSINESS RESEARCH COMPANY, o predomínio no ano 

anterior de aplicações de SMA é das indústrias aeroespacial e bélica. Para a área de defesa, a 

BAE Systems vem desenvolvendo um protótipo de suspensão de SMA para veículos blindados 

que resiste a explosões de minas terrestres. Esse tipo de dispositivo de suspensão não possui 

molas e restitui a sua forma original logo após ser deformado (sem fraturar) em decorrência de 

impacto ou explosão. 

Outra aplicação de SMA que merece atenção é na atuação espacial de painéis solares. 

CARPENTER & LYONS (2001) relatam que dispositivos usados como finas tiras de elementos 

inteligentes correspondem a dobradiças de SMA para abrir os painéis aquecidos por estímulo 

elétrico. O que motiva o interesse pelo emprego de SMA nesse caso é o menor peso dessas 

dobradiças de SMA comparado ao das dobradiças convencionais, o que contribui 

significativamente para melhor relação potência/peso. 

A Força Aérea dos Estados Unidos da América aplica com sucesso um dispositivo em 

caça F-14 de uso inicial na década de 1970. Isso motiva o emprego interessante de SMA 

referente a dispositivo de montagem de tubos, conhecido como CryOfit, sendo desenvolvido 

por RAYCHEM (2001) e apresentado na Figura 5 extraída de SAVI et al. (2016). Conforme 

HODGSON & BROWN (2000), trata-se de 2 partes que para serem montadas o acoplamento 

de SMA deve ser imerso em um banho de nitrogênio líquido (≅ −196 °C). Posteriormente é 

ampliado mecanicamente o diâmetro do acoplamento, o qual é mantido imerso no banho de 

nitrogênio. Ao retirar do banho, o acoplamento é rapidamente montado nos 2 tubos a serem 

conectados. Enquanto retorna à temperatura ambiente, o formato anterior contraído do 

acoplamento de SMA é recuperado, conectando os tubos. Em alguns casos, a adesão é melhor 

do que por juntas soldadas (sem o inconveniente da tensão residual inerente). 

 

                                                       Acoplamento Expandido                                         Acoplamento recuperado 

 

 

 

 

 

Figura 5 – Acoplamento de SMA para montagem de tubos (HODGSON & BROWN, 2000). 
Extraído de SAVI et al. (2016). 

 

Caso similar ao relatado no parágrafo anterior eventualmente pode ser visto no 

acoplamento e juntas de frequente aplicação na indústria de óleo, em que SINTEF (1999) 
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descreve que um dispositivo de SMA é empregado em flanges de tubos. O procedimento 

consiste em pré-comprimir uma arruela cilíndrica de SMA e colocá-la entre a porca e o flange. 

Ao ser aquecida, a arruela restitui o seu formato anterior, exercendo força de restituição axial 

no parafuso para montar as 2 partes. Esse procedimento evita a ação de torques, o que impede 

a tensão de cisalhamento ser induzida no parafuso. A modelagem e simulações correspondentes 

a esse dispositivo mostradas por LA CAVA et al. (2000) permitem concluir que essa forma de 

montagem diminui de cerca de 20% a tensão equivalente no parafuso em comparada ao 

procedimento tradicional. 

O uso de sensores e atuadores de SMA compreende as aplicações dessas ligas em fios, 

barras, molas e componentes de maior complexidade como absorvedores de vibração, inclusive 

molas helicoidais de NiTi que ao serem tracionadas e comprimidas conferem proteção sísmica 

a edificações foram apresentadas por SPEICHER et al. (2009). NAGNUMA et al. (1998) 

desenvolveram um dispositivo de SMA formado por um sensor e atuador inteligentes em um 

amostrador de tubo hidrotérmico que detecta fluido quente e gera potência de bombeamento a 

partir da energia térmica do fluido conforme Figura 6 extraída de SAVI et al. (2016). O 

funcionamento desse dispositivo consiste, inicialmente (ponto A), na compressão à baixa 

temperatura da mola de SMA para sucção. No ponto A, devido ao impulso do pistão, a força de 

atrito é superior à força de sucção. Ao ser exposta ao fluido aquecido, a mola de SMA para 

sucção imediatamente se estende com força de sucção mais elevada o suficiente para ingerir o 

líquido (ponto B). O aumento do comprimento da mola diminui a força de sucção e o pistão 

repousa ao final do curso (ponto C). A mola de SMA é resfriada sem ocorrer sucção (ponto D).  

 

 

 

 

   Mola de SMA para sucção  

 

 
             
                  Admissão 
 

 
 

Figura 6 – Amostrador de tubo hidrotérmico formado por mola de SMA para sucção. 
Extraído de SAVI et al. (2016). 
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JUN et al. (2007) descreveram uma análise de sistema atuador compacto de SMA 

movido a combustível de alta densidade de energia, por exemplo, o propano, como fonte 

energética. Essa alta densidade energética possui benefícios evidentes em ciclos (aquecimento 

e resfriamento) de ativação de eficiência. A combustão gera calor com possibilidade de ser 

controlado por transferência desse calor por convecção forçada a um fluido e, a partir daí, para 

o elemento do atuador de SMA, até alcançar a temperatura de transformação de fase. Com a 

velocidade grande que a temperatura do fluido pode alcançar e uma área de superfície 

relativamente elevada do atuador, o processo pode ser rapidamente ativado. O encerramento do 

ciclo ocorre por resfriamento mediante convecção forçada para evitar o superaquecimento do 

elemento, o que é comum em atuadores que usam eletricidade como mecanismo de ativação 

ficarem superaquecidos, resultando em capacidade de desempenho perdida.  

No sistema atuador de SMA avaliado, o elemento de SMA (componente principal do 

atuador) opera como um motor térmico ao converter a partir do combustível energia de 

combustão em energia mecânica. Em razão da alta capacidade de restituição de tensão e de 

deformação de SMA, o atuador compacto pode exercer consideráveis esforços. O aquecimento 

e resfriamento de SMA por convecção forçada também implicam em frequências de atuação 

relativamente elevadas. 

Têm sido aplicados atuadores de SMA para diferentes objetivos de sistemas 

automotivos. Nesse sentido, CZECHOWICZ (2013) apontou que a motivação principal do 

emprego de atuadores de SMA na área automotiva se deve às seguintes razões: 1) Alta 

capacidade de operação desses atuadores inteligentes (com magnitudes de até 80 N de força e 

de até 30 mm de curso); 2) Possibilidade de menor peso/custo e menos complexidade, pois é 

reduzido o número de peças do atuador e podem ser eliminados os sensores externos já que são 

substituíveis por um único fio de SMA; 3) Resistência à corrosão desses atuadores; e                        

4) Operação silenciosa desses componentes. Baseando-se nessas 4 razões apresentadas, foram 

propostos 3 atuadores de SMA adaptativos conceituais por CZECHOWICZ (2013) e o mais 

promissor deles foi validado experimentalmente.  

Trata-se de um atuador que opera contra uma mola convencional fixada em paralelo a 

um dispositivo de SMA adicional cuja finalidade é exercer uma tensão mecânica adicionalmente 

em temperaturas ambientes variáveis. Portanto, um dos 2 dispositivos de SMA é utilizado como 

atuador, enquanto o outro como componente pseudoelástico (dispositivo de SMA adicional). 

No campo industrial de óleo e gás, PATIL & SONG (2017) avaliaram aplicações de 

SMA em atuadores de válvulas de equipamentos que operam em profundidades elevadas. Esses 
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atuadores comparativamente aos elétricos ou aos de ar comprimido apresentam funcionamento 

mais seguro e confiável, além de reforço estrutural, o que permite uso em selos de tubos e 

conectores de cabos, e em acionadores de explosivos para fragmentação da rocha para elevar o 

petróleo produzido. Em razão de variações ambientes induzidas nas SMA, atuadores dessas 

ligas exercem tensões grandes em rochas que são fragmentadas sem necessidade de explosivos, 

o que confere um processo mais seguro.  

Quando existe a necessidade de serem exercidos esforços de atuação elevados uma 

alternativa é utilizar atuadores de SMA como um conjunto de fios ligados a um dispositivo do 

tipo tendão, o qual foi desenvolvido por MOSLEY et al. (1999) que apresentam o projeto, o 

protótipo construído, e a avaliação experimental das características dinâmicas de um conjunto 

atuador de SMA formado por 48 fios de SMA empacotados mecanicamente em paralelo 

constituindo um músculo poderoso. Esse conjunto atuador tem capacidade de suspender 100 lb, 

cerca de 300 vezes seu peso. Autores nessa linha de pesquisa têm por objetivo o 

desenvolvimento em grande escala de uma nova geração de manipuladores robóticos leves, 

compactos, hábeis e capazes de exercer elevadas forças de atuação. 

Filmes finos de SMA têm sido cada vez mais reconhecidos como uma grande promessa 

para materiais de alto desempenho no emprego de sistemas microeletromecânicos ou, do inglês, 

Micro-Electro-Mechanic Systems (MEMS), o que padroniza os processos de fabricação por 

litografia que possuem poucas quantidades de massa para aquecimento ou resfriamento, 

resultando em respostas rápidas nos ciclos de ativação. A energia associada ao trabalho por 

unidade de volume desses dispositivos é superior ao desempenho de qualquer outro dispositivo. 

Esses filmes quando aplicados possibilitam um aumento da simplificação dos mecanismos com 

projeto grandemente flexíveis e produção de movimento e vibração sem fricção (ou atrito).  

Nesse contexto, a película fina de SMA sofre transformação de fase que altera 

substancialmente as propriedades mecânicas, físicas, químicas, elétricas e ópticas (como tensão 

de escoamento, módulo de elasticidade, dureza, resistividade e condutividade elétrica, 

coeficiente de expansão térmica, entre outras propriedades). Se usadas as alterações dessas 

propriedades, pode-se criar dispositivos (sensores ou atuadores) com diferentes características. 

Esses dispositivos são aplicáveis em ambientes severos como radioativos, corrosivos ou 

aeroespaciais, que requerem força de atuação grande, resistências e tensões elétricas de baixa 

operação. Esse tipo de aplicação é exemplificado por NAKATANI et al. (2003) ao apresentar 

o desenvolvimento de um display 3D criado por meio de atuadores de SMA pequenos.   
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SAVI et al. (2002b) avaliaram a dinâmica caótica em uma treliça de 2 barras com 

SMA. A pesquisa de SAVI et al. (2008) permitiu identificar que sistemas dinâmicos com SMA 

são influenciados pelo efeito de assimetria tração-compressiva. 

A modelagem apropriada de dispositivos e componentes de SMA implica em 

desenvolvê-los adequadamente para respostas dinâmicas coerentes dos sistemas com SMA. 

Trabalhos propostos por PAIVA & SAVI (2006), JANI et al. (2014) e CISSE et al. (2015) 

descrevem modelos para capturarem os comportamentos termomecânicos dessas ligas.   

No contexto de SMA aplicado a sistemas dinâmicos com contato radial, por exemplo, 

os rotores com elementos de SMA também têm sido utilizados para mitigar problemas 

vibracionais em razão das respostas dinâmicas complexas do contato (ALVES et al., 2018; 

BORGES et al., 2018, ENEMARK et al., 2015, SILVA et al., 2013), o que é especialmente 

importante para componentes mecânicos rotativos submetidos a contatos intermitentes entre si.   

Visto o grande potencial dessas ligas em áreas distintas, é importante mencionar que a 

modelagem constitutiva e a caracterização termomecânica são ferramentas essenciais para o 

projeto de componentes constituídos de SMA. Por abordagem experimental, SAVI et al. (2016) 

descreveram os tipos de teste e de análise térmica para desenvolvimento das técnicas de 

caracterização termomecânica que determinam as temperaturas de transformação de fase que 

são essenciais para avaliação do comportamento histerético e de SME dessas ligas. 
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA 

 

Este capítulo é dedicado à formulação matemática de um sistema não-suave com 

suporte descontínuo. Na seção 3.1 é descrito o modelo do sistema dinâmico que consiste de um 

oscilador de 1 Grau de Liberdade (1-GdL). Na seção 3.2 é aplicada a formulação dinâmica por 

meio da abordagem Newtoniana de modo a avaliar o equilíbrio dinâmico de forças que 

atuam no sistema com mola helicoidal de SMA no suporte, considerando os modos de 

operação sem e com contato do sistema com o suporte e suas relações dinâmicas na transição entre 

os referidos modos de operação, para obter as equações que governam a dinâmica do sistema. Na 

seção 3.3 é apresentado o modelo constitutivo para aplicá-lo à mola helicoidal descrita na 

seção 3.4. Na seção 3.5 são obtidas as equações de movimento em sua forma final com 

suas variáveis de estado apresentadas na seção 3.6 e o procedimento numérico descrito na 

subseção 3.6.1 para obtenção dos resultados de simulação numérica deste trabalho. 

 

3.1        Sistema Dinâmico  
 

Considere um sistema dinâmico descrito por um oscilador não suave de 1-GdL 

submetido a contato com suporte conforme a Figura 7.  A excitação é proporcionada por um 

motor desbalanceado. O oscilador possui massa 𝑀 e o motor proporciona uma excitação 

harmônica de frequência angular, 𝛺, devida à massa desbalanceada, 𝑚, com um raio 𝜌 em relação 

ao centro do rotor de raio 𝑅. O sistema possui um suporte com folga lateral, 𝑔. Note que o sistema 

possui 2 elementos elásticos de restituição lineares (de rigidezes 𝑘ଵ e 𝑘ଶ), 1 elemento dissipativo 

linear de coeficiente de amortecimento viscoso, 𝑐, 1 mola helicoidal não linear de SMA, e 1 elemento 

dissipativo linear de coeficiente de amortecimento, 𝑐௦, conectado ao suporte. 

 
Figura 7 – Modelo de sistema não suave com suporte de SMA. 
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As relações cinemáticas para o deslocamento da mola helicoidal de SMA, 𝑢, em função 

da posição, 𝑥, do sistema, são relacionadas à seguinte condição de chaveamento: 

 

                𝑢 = ቄ
𝑥 − 𝑔

0
             

se 𝑥 > 𝑔

se 𝑥 ≤ 𝑔
                                                                                               (1) 

 

3.2 Formulação Dinâmica 
 

A formulação dinâmica do sistema consiste em aplicar a abordagem Newtoniana para 

determinar as equações de movimento do sistema. A Figura 8 apresenta os Diagramas de Corpo 

Livre (DCL) relativos aos modos de operação sem contato e com contato lateral do sistema com 

o suporte. Despreza-se o atrito seco em ambos os DCL. 
 



 
      

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 8 – DCL para os modos de operação (a) sem contato e (b) com contato. 
  

A dinâmica do sistema é governada por equações não suaves, possuindo uma 

característica chaveada de acordo com os modos de operação sem contato e com contato: 

 

൜
𝑀�̈� + 𝑐�̇� + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 − 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑) = 0                           

𝑀�̈� + (𝑐 + 𝑐௦)�̇� + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 + 𝐹ௌெ஺ − 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑) = 0
     

sem contato (𝑥 < 𝑔)

com contato (𝑥 ≥ 𝑔)
 

 

 (2) 
 

A não linearidade associada ao contato do sistema com o suporte corresponde à 

descontinuidade matemática na transição entre os 2 modos de operação representados pela 

seguinte expressão da força de contato, 𝐹௦, exercida pelo suporte (SAVI et al., 2007): 

 

                ൜
𝐹௦ = 0                                  

𝐹௦ = −(𝑐௦�̇� + 𝐹ௌெ஺)        
            

sem contato (𝑥 < 𝑔)

com contato (𝑥 ≥ 𝑔)
                                              (3) 
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SAVI et al. (2007) enfatizaram que o suporte relaxa para o estado de equilíbrio quando 

está sem contato com o sistema dinâmico. Ao assumir as hipóteses de que o tempo entre 2 

eventos de contato é muito superior ao tempo de relaxamento do suporte, e de que a massa do 

suporte é desprezível comparada à massa 𝑀, é razoável desconsiderar a dinâmica do suporte, o 

que implica que a Equação (2) representa a dinâmica do sistema. 

A Equação (3a) indica que existe contato, sujeito a uma força de contato, 𝐹௦, entre o 

suporte descontínuo e o sistema dinâmico quando seu deslocamento, 𝑥, se tornar igual à folga 

lateral, 𝑔, isto é, para 𝑥 = 𝑔 (ou 𝑥 − 𝑔 = 0). Entretanto, a força 𝐹௦ é nula ao ser desfeito o 

contato, ou seja, 𝐹௦ = −(𝑐௦�̇� + 𝐹ௌெ஺) = 0.  

A complexidade inerente à descontinuidade matemática requer um chaveamento 

adequado para transição entre os 2 modos de operação. Um procedimento adequado de 

chaveamento consiste em aplicar as funções indicatrizes ℎఈ e ℎఉ associadas a cada vetor de 

estados (𝑥, 𝑣௫) = (𝑥, �̇�) do sistema (SAVI et al., 2007). 

 

3.3      Modelo Constitutivo  

 

A modelagem constitutiva das SMAs é um tema de grande relevância. O modelo 

constitutivo escolhido para este trabalho foi o proposto por BRINSON (1993) que descreve os 

fenômenos físicos associados aos comportamentos termomecânicos das SMAs, capturando de 

forma coerente o efeito histerético. O modelo assume a cinética de transformação de fase 

descrita a partir de uma função conhecida, utilizando funções cossenoidais.   

Considere que 𝜀 é a deformação axial, 𝛽 é a fração volumétrica de martensita e 𝑇 é a 

temperatura absoluta. Desta forma, a equação constitutiva é escrita da seguinte forma para o 

problema quasi-estático na forma de taxas: 

 
�̇� = 𝐸𝜀̇ − 𝛼�̇� − 𝛩�̇�                                                                                                          (4) 

 

onde o ponto representa a derivada temporal, 𝐸 é o módulo de elasticidade,  𝛼 é um parâmetro 

associado à transformação de fase, e 𝛩 é associado ao coeficiente de expansão térmica. 

O modelo separa a variável interna associada às variáveis da fração volumétrica de 

martensita, 𝛽, em suas parcelas induzidas por tensão (martensita não maclada, 𝑀 +) e por 

temperatura (martensita maclada, 𝑀), e desta forma (SAVI et al., 2016):  

 

 𝛽 = 𝛽ௌ + 𝛽்                                                                                                             (5) 
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Tendo em vista a não difusividade inerente à transformação martensítica, as parcelas 

𝛽ௌ e 𝛽் são assumidas como funções escalares de tensão e temperatura, 𝛽ௌ,் = 𝛽ௌ,்(𝜎, 𝑇). 

Enquanto ocorre uma transformação de fase, considera-se que o módulo de elasticidade, 𝐸, 

varia de forma linear com 𝛽, sendo uma combinação linear também do módulo de elasticidade 

austenítico, 𝐸஺, com o módulo de elasticidade martensítico, 𝐸ெ (SAVI et al., 2016): 

 

𝐸 = 𝐸஺ + 𝛽(𝐸ெ − 𝐸஺)                                                                                              (6) 

 

A tensão crítica 𝜎௦
ୈ୍୘ corresponde ao início, enquanto 𝜎௙

ୈ୍୘ ao término, de 

transformações diretas de fase martensítica. A Figura 9 extraída de SAVI et al. (2016) apresenta 

as superfícies de transformação de fase que definem as tensões críticas em função da 

temperatura. Note que para 𝑇 < 𝑀௦ os níveis de tensão crítica não variam e para 𝑇 > 𝑀௦ ocorre 

um aumento linear da tensão crítica, cuja inclinação é dada pelo parâmetro 𝐶ெ do material.

 

 

Figura 9 – Tensão de transformação de fase crítica em função da temperatura absoluta. 
Extraído de SAVI et al. (2016). 

 

As equações de transformação de fase são cossenoidais para 𝛽ௌ e 𝛽் e representam as 

leis de evolução do modelo constitutivo unidimensional apresentado (SAVI et al., 2016). 

A transformação martensítica direta (𝐴 ⟹ 𝑀 +) ocorre nas seguintes situações: 

Quando 𝑇 > 𝑀௦, as equações cossenoidais para 𝛽ௌ e 𝛽் são dadas por: 
 

               𝛽ௌ =
1 − 𝛽ௌ଴

2
cos ቊ

𝜋

𝜎௦
ୈ୍୘ − 𝜎௙

ୈ୍୘
ൣ𝜎 − 𝜎௙

ୈ୍୘ − 𝐶ெ(𝑇 − 𝑀௦)൧ቋ +
1 + 𝛽ௌ଴

2
            (7) 

 

              𝛽் = 𝛽்଴
−

𝛽்଴

1 − 𝛽ௌ଴

൫𝛽ௌ − 𝛽ௌ଴
൯                                                                                        (8) 
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As Equações (7) e (8) devem ser utilizadas na situação em que                                         

𝜎௦
ୈ୍୘ + 𝐶ெ(𝑇 − 𝑀௦) < 𝜎 < 𝜎௙

ୈ୍୘ + 𝐶ெ(𝑇 − 𝑀௦). 

 

Enquanto 𝑇 ≤ 𝑀௦, as equações cossenoidais para 𝛽ௌ e 𝛽் são dadas por: 

 

                𝛽ௌ =
1 − 𝛽ௌ଴

2
cos ቈ

𝜋

𝜎௦
ୈ୍୘ − 𝜎௙

ୈ୍୘
൫𝜎 − 𝜎௙

ୈ୍୘൯቉ +
1 + 𝛽ௌ଴

2
                                          (9) 

 

                𝛽் = 𝛽்଴
−

𝛽்଴

1 − 𝛽ௌ଴

൫𝛽ௌ − 𝛽ௌ଴
൯ + ∆்                                                                             (10) 

 

As Equações (9) e (10) devem ser utilizadas onde 𝜎௦
ୈ୍୘ < 𝜎 < 𝜎௙

ୈ୍୘: 
 

     ∆் =
1 − 𝛽்଴

2
൛cosൣ𝐴ெ൫𝑇 − 𝑀௙൯൧ + 1ൟ        se 𝑀௙ < 𝑇 < 𝑀௦ e  𝑇 < 𝑇଴

           ∆் = 0                                                                 outro                                                 
          (11) 

 

Em que o parâmetro do material 𝐴ெ é obtido por: 

 

                𝐴ெ =
𝜋

𝑀௦ − 𝑀௙
                                                                                                                     (12) 

 

A transformação martensítica inversa (𝑀+⟹ 𝐴) é dada por: 

 

               𝛽ௌ =
𝛽ௌ଴

2
൜cos ൤𝐴஺ ൬𝑇 − 𝐴௦ −

𝜎

𝐶஺
൰൨ + 1ൠ                                                                          (13) 

 

              𝛽் =
𝛽்଴

2
൜cos ൤𝐴஺ ൬𝑇 − 𝐴௦ −

𝜎

𝐶஺
൰൨ + 1ൠ                                                                         (14) 

 

Para testes cíclicos descreverem de forma apropriada os subciclos decorrentes de 

transformações incompletas de fase, as variáveis internas 𝛽ௌ଴
 e 𝛽்଴

 dizem respeito às frações 

volumétricas remanescentes de transformações ocorridas anteriormente. 
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As Equações (13) e (14) são usadas para 𝑇 > 𝐴௦ e 𝐶஺(𝑇 − 𝐴௙) < 𝜎 < 𝐶஺(𝑇 − 𝐴௦), 

onde, de acordo com a Figura 9 extraída de SAVI et al. (2016), o parâmetro 𝐶஺ do material 

indica a elevação linear da tensão dada pela linha reta inclinada para as transformações inversas 

quando 𝑇 > 𝐴௦, enquanto o parâmetro do material 𝐴஺ é obtido pela Equação (15):  

 

                 𝐴஺ =
𝜋

𝐴௙ − 𝐴௦ 
                                                                                                                      (15) 

 

A Equação (4) após ser integrada pode ser descrita em sua forma discreta,  

 

𝜎 − 𝜎଴ = 𝐸(𝜀 − 𝜀଴) + 𝛼(𝛽 − 𝛽଴) − 𝛩(𝑇 − 𝑇଴)                                                      (16) 

 

onde as quantidades com subíndice 0 estão associadas às condições iniciais. 

Como uma consideração extra, em relação à deformação residual máxima, ou seja, 𝜀௥, 

a qual é definida como a deformação acumulada após ser carregada mecanicamente até a 

transformação de fase completa ser alcançada e, posteriormente, descarregada isotermicamente 

(SAVI et al., 2016). 

Com as condições iniciais 𝜎଴ = 𝜀଴ = 𝛽଴ = 0 e as condições finais 𝜎 = 0, 𝜀 = 𝜀௥,              

𝛽 = 1 para 𝑇 = 𝑇଴ < 𝑀௙ substituídas na Equação (16), obtém-se a relação 𝛼 = −𝜀௥𝐸  

(BRINSON, 1993).  

Ao substituir a expressão de 𝐸 da Equação (6) em 𝐸 da relação 𝛼 = −𝜀௥𝐸, obtém-se                                       

𝛼 = −𝜀௥[𝐸஺ + 𝛽(𝐸ெ − 𝐸஺)], onde percebe-se que 𝛼 é uma função linear implícita de 𝛽. A 

partir dessas considerações, a equação constitutiva unidimensional obtida na Equação (16) 

pode ser reescrita em sua forma final discreta como:  

 

 𝜎 − 𝜎଴ = 𝐸(𝛽)𝜀 − 𝐸(𝛽଴)𝜀଴ + 𝛼(𝛽)𝛽ௌ − 𝛼(𝛽଴)𝛽ௌ଴
− 𝛩(𝑇 − 𝑇଴)                        (17) 

 

Na seção que se segue, esse modelo constitutivo é aplicado para descrever o 

comportamento termomecânico de uma mola helicoidal de SMA.
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3.4         Mola Helicoidal  

 

AGUIAR (2011) e SHIGLEY (2011) destacaram que molas são componentes de 

máquinas amplamente aplicados em diversos sistemas mecânicos, pois conseguem restituir 

consideráveis deslocamentos, armazenar energia mecânica (principalmente de natureza 

potencial elástica), possibilitando o controle de emprego de forças, e, consequentemente, de 

torques, o que implica na capacidade de recuperarem elevada energia de deformação, resultante 

de esforços nelas aplicados.     

 Considere uma mola helicoidal de fio de seção circular submetida a uma força axial 

𝐹 e apresentando um deslocamento 𝑢, conforme mostrada na Figura 10 (a). A mola possui 

como características essenciais o diâmetro 𝐷 (diâmetro médio de cada espira), o diâmetro do 

fio, 𝑑, e o número de espiras ativas, 𝑁. SHIGLEY (2011) afirmou que a deflexão de molas 

helicoidais submetidas a 𝐹 é composta de componentes torcional e de cisalhamento.  Ao supor 

que a mola seja seccionada em um ponto, decorre que essa remoção e seu efeito sejam 

substituídos por reações internas equivalentes, o que resultam em uma força de cisalhamento 

direta, 𝐹, devido à compressão, e um torque 𝑇, tal que 𝑇 = (1/2)𝐹𝐷.  

 

 

 

 

 

                     (a)                                                                                 (b) 

Figura 10 – Mola helicoidal (a) submetida a esforço compressivo uniaxial e (b) DCL da mola. 
Extraído de SHIGLEY (2011) e adaptado.   

 

SHIGLEY (2011) afirmou que a hipótese de distribuição uniforme de tensão é feita 

frequentemente em projeto. Como resultado disso, pode-se considerar exclusivamente a 

compressão pura ou o cisalhamento puro. Analogamente, a torção pura (ou simples) diz respeito 

à hipótese de efeito exclusivo de torção. 

Das condições de equilíbrio da mola, por meio do DCL da Figura 10 (b), é possível 

estabelecer a seguinte equação da força de restituição, 𝐹 = 𝐹ௌெ஺, da mola de SMA em função 

de sua tensão de cisalhamento, 𝜏: 
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                𝐹ௌெ஺ =
4𝜋

𝐷
න 𝜏𝑟ଶ𝑑𝑟

௥೑೔೚

଴

                                                                                                       (18) 

 

Em que 𝑟 refere-se à coordenada radial para toda área de seção transversal do fio de 

mola, e 𝑟௙௜௢ =
ௗ

ଶ
 é o raio do fio. Para usar a equação constitutiva para uma SMA, expressa na 

forma de taxas, deve-se reescrever a Equação (18) na forma de taxas como se segue,  

 

                �̇�ௌெ஺ =
4𝜋

𝐷
න �̇�𝑟ଶ𝑑𝑟

௥೑೔೚

଴

                                                                                                       (19) 

 

Assumindo a hipótese clássica de que uma seção plana permanece plana após a 

deformação, o que implica em uma distribuição linear das deformações cisalhantes, 𝛾, escreve-

se que: 

 

                𝛾 =
𝑟

𝑟𝑓𝑖𝑜

𝛾୫á୶                                                                                                                          (20) 

 

Percebe-se a partir da Equação (20) que 𝛾 = 0 quando 𝑟 = 0 (ponto central), enquanto 

a deformação cisalhante máxima do fio de mola, 𝛾୫á୶, ocorre para 𝑟 = 𝑟௙௜௢ (região superficial 

do fio). Em termos do deslocamento longitudinal, 𝑢, da mola, a sua deformação cisalhante 

máxima, 𝛾୫á୶, pode ser escrita da seguinte forma: 

 

                𝛾୫á୶ =
2𝑟௙௜௢

𝜋𝑁𝐷2 𝑢                                                                                                                      (21) 

 

Substituindo (21) em (20), obtém-se: 

 

                 𝛾 =
2𝑟

𝜋𝑁𝐷2 𝑢                                                                                                                           (22) 

 

A hipótese assumida de que 𝛾 varia de modo linear em toda área de seção transversal 

do fio de mola é razoavelmente aplicável a molas helicoidais de materiais que operam no regime 

elástico (AGUIAR, 2011), possibilitando 𝜏 variar linearmente conforme indica Figura 11.  
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                                                       𝜏 
 
 

 

 

                                                        𝑟௙௜௢     𝑟 

 

 
 

Figura 11 – Variação linear de 𝜏 na seção transversal do fio de mola helicoidal. 

 

Uma vez que os comportamentos termomecânicos das SMAs são qualitativamente 

semelhantes considerando tensões normais ou cisalhantes, e assumindo condições isotérmicas 

(�̇� = 0), a equação constitutiva (4) pode ser reescrita da seguinte forma:   

 

�̇� = 𝐺�̇� − 𝛼�̇�                                                                                                             (23)         

 

onde 𝐺 é o módulo de cisalhamento. 

 

Substituindo (23) em (19), resulta a seguinte equação da força de restituição exercida 

pela mola de SMA, �̇�ௌெ஺, na forma integral: 

 

               �̇�ௌெ஺ =
4𝜋

𝐷
න ൫𝐺�̇� − 𝛼�̇�൯𝑟ଶ𝑑𝑟

௥೑೔೚

଴

                                                                                     (24) 

 

Ao substituir (22) em (24), e assumindo que a transformação de fase ocorre de forma 

homogênea na seção transversal, obtém-se a relação força-deslocamento para uma mola de 

SMA na forma de taxas, 

 

                 �̇�ௌெ஺ =
𝐺𝑑ସ

8𝑁𝐷ଷ
�̇� +

𝜋𝑑ଷ

6𝐷
𝛼�̇�                                                                                                (25) 
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3.5         Equações de Movimento 

 

As equações que governam a dinâmica do modelo de sistema não suave com suporte 

descontínuo apresentado na seção 3.1 podem ser reescritas a seguir para cada um dos modos de 

operação do sistema, conhecida a expressão da força de restituição não linear, �̇�ௌெ஺, exercida 

pela mola helicoidal de SMA, na forma de taxas, obtida na Equação (25). 

 

Para o modo de operação sem contato lateral (𝑥 < 𝑔), 

 

𝑀�̈� + 𝑐�̇� + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 − 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑) = 0                                                (26) 

 

Para o modo de operação com contato lateral (𝑥 ≥ 𝑔), 

 

               

⎩
⎨

⎧
𝑀�̈� + (𝑐 + 𝑐௦)�̇� + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 + 𝐹ௌெ஺ − 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑) = 0

�̇�ௌெ஺ =
𝐺𝑑ସ

8𝑁𝐷ଷ
�̇� +

𝜋𝑑ଷ

6𝐷
𝛼�̇�                                                                      

𝛽 = 𝛽(𝜏, 𝑇)                                                                                                 

                        (27) 

 

 

3.6      Variáveis de Estado 

 

Para cada um dos 2 modos de operação, cada uma das equações de movimento (26) e 

(27) corresponde a uma Equação Diferencial Ordinária (EDO) de 2ª ordem na variável 𝑥. Cada 

EDO pode ser reescrita em um sistema de EDO de 1ª ordem em 𝑥, o que resulta em 4 EDOs de 

1ª ordem, das quais 2 por modo de operação. 

Isolando �̈� das Equações (26) e (27), resultam as seguintes equações de estado para o 

sistema dinâmico submetido às seguintes condições de operação:  

 

Para o modo de operação sem contato lateral (𝑥 < 𝑔), 

 

                 ൝

�̇� = 𝑣௫                                                                                           

�̇�௫ = �̈� =
1

𝑀
ൣ−𝑐�̇� − (𝑘1 + 𝑘2)𝑥 + 𝑚𝜌𝛺2cos(𝛺𝑡 + 𝜑)൧

                                               (28) 
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Para o modo de operação com contato lateral (𝑥 ≥ 𝑔), 

 

                

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�̇� = 𝑣௫                                                                                                                      

�̇�௫ = �̈� =
1

𝑀
[−(𝑐 + 𝑐௦)�̇� − (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 − 𝐹ௌெ஺ + 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑)] 

�̇�ௌெ஺ =
𝐺𝑑ସ

8𝑁𝐷ଷ
�̇� +

𝜋𝑑ଷ

6𝐷
𝛼�̇�

𝛽 = 𝛽(𝜏, 𝑇)                          

                                                                                 

              (29) 

 

Em que 𝑢 é obtido por método numérico, descrito na próxima seção, associado à 

função indicatriz, ℎఈ, para atender as relações cinemáticas impostas na Equação (1). 

 

3.6.1      Procedimento Numérico 

 

As equações de movimento são resolvidas a partir da técnica de partição do operador 

associado a um processo iterativo. Desta forma, o problema é dividido em 2 partes: dinâmica e 

constitutiva. A parte dinâmica considera o método de Runge-Kutta de 4ª ordem (RK4), 

assumindo 𝐹ௌெ஺ conhecido. Depois, os deslocamentos servem de entrada para a parte 

constitutiva que utiliza as leis de evolução de transformação de fase. Um teste de convergência 

é feito comparando os valores de 𝐹ௌெ஺ e/ou 𝛽. 

 

Considerando um Problema de Valor Inicial (PVI) como segue: 

 

�̇� = 𝑓(𝑋, 𝑡), 𝑋(𝑡଴) = 𝑋଴                                                                                           (30) 

 

E fazendo uma discretização no tempo, 𝑡, em um conjunto de pontos (𝑡௡), que são 

separados por um intervalo, ∆𝑡, de tempo, de tal forma que 𝑡௡ାଵ = 𝑡௡ + ∆𝑡. O método RK4 

considera erros associados a 4ª potência do passo de integração, sendo empregado conforme 

mostrado a seguir:  

 

                 𝑋௡ାଵ = 𝑋௡ +
1

6
∆𝑡(𝑘ଵ + 2𝑘ଶ + 2𝑘ଷ + 𝑘ସ)                                                                     (31) 

 

Onde: 
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              𝑘ଵ = 𝑓(𝑋௡, 𝑡௡)                                                                                                         (32) 

 

                𝑘ଶ = 𝑓 ൬𝑋௡ +
𝑘ଵ

2
, 𝑡௡ +

∆𝑡

2
൰                                                                                                (33) 

 

                𝑘ଷ = 𝑓 ൬𝑋௡ +
𝑘ଶ

2
, 𝑡௡ +

∆𝑡

2
൰                                                                                                (34) 

 

             𝑘ସ = 𝑓(𝑋௡ + 𝑘ଷ, 𝑡௡ + ∆𝑡)                                                                                       (35) 

 

SAVI et al. (2007) enfatizaram que a abordagem de FILIPPOV (1968) possibilita 

abordar sistemas não suaves aplicando um sistema suavizado. Trata-se de um procedimento 

adequado de chaveamento de transição entre os modos de operação sem e com contato lateral, 

para modelar matematicamente e simular numericamente com eficiência o comportamento de 

um sistema com suporte descontínuo e não suave. 

As funções indicatrizes ℎఈ e ℎఉ mencionadas na seção 3.2 para chaveamento entre os 

modos de operação sem e com contato do sistema dinâmico com o suporte, baseado no modelo 

de suporte descontínuo apresentado por SAVI et al. (2007), foram implementadas 

numericamente para estabelecer aos resultados apresentados no capítulo 4 a comparação do 

caso elástico com o caso contendo SMA na mola helicoidal. Para isso as seguintes equações 

foram utilizadas:   

 
3.6.1.1) Para contato do sistema com o suporte no caso elástico, em que 𝑘௦ é a rigidez 

do suporte elástico (sem SMA), 

 

൜
ℎఈ(𝑥, 𝑣௫) = ℎఈ(𝑥, �̇�) = 𝑢 = 𝑥 − 𝑔                                          

ℎఉ(𝑥, 𝑣௫) = ℎఉ(𝑥, �̇�) = −𝑐௦�̇� − 𝑘௦𝑢 = −𝑐௦�̇� − 𝑘௦(𝑥 − 𝑔)
                                             (36) 

 

3.6.1.2) Para contato do sistema com o suporte submetido à transformação de fase na 

mola helicoidal de SMA quando comprimida, 

 

൜
ℎఈ(𝑥, 𝑣௫) = ℎఈ(𝑥, �̇�) = 𝑢 = 𝑥 − 𝑔    

ℎఉ(𝑥, 𝑣௫) = ℎఉ(𝑥, �̇�) = −𝑐௦�̇� − 𝐹ௌெ஺
                                                                           (37) 
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E as condições baseadas no referido chaveamento apresentado por SAVI et al. (2007) 

e implementadas numericamente são as seguintes: 

 

3.6.1.3) Se ℎఈ ≤ 0 ou ℎఉ ≥ 0, não ocorre contato do sistema com o suporte; e 

 

3.6.1.4) Se ℎఈ > 0 ou ℎఉ < 0, ocorre contato do sistema com o suporte. 
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4         SIMULAÇÕES NUMÉRICAS  

 
Este capítulo apresenta resultados de simulações numéricas estabelecendo a 

comparação entre os sistemas com suporte de mola helicoidal linear (caso elástico) e o suporte 

com mola helicoidal não linear de SMA (comportamento pseudoelástico). A Tabela 1 apresenta 

os parâmetros do sistema. A massa 𝑀 foi adotada da massa do rotor de SILVA et al. (2013).  

As molas do oscilador são lineares de rigidezes constantes, 𝑘ଵ e 𝑘ଶ, cujos valores são baseados 

nos valores utilizados por SILVA et al. (2013), enquanto os valores das constantes de 

amortecimentos viscosos 𝑐 e 𝑐௦ baseiam-se no trabalho de SANTOS & SAVI (2009). 

Considera-se um rotor cilíndrico maciço de alumínio puro com comprimento de 

0,36 m e densidade de 2700 kg/m³ (INMAN, 2018), o que corresponde a um rotor de raio 

𝑅 = 0,07 m. Com isso, adota-se 𝜌 = 0,055 m (SILVA et al., 2013) para o raio da massa 

desbalanceada do rotor. Baseando-se nos parâmetros geométricos (𝐷, 𝑑 e 𝑁) de uma mola 

equivalente relacionada ao elemento de SMA utilizado por SILVA et al. (2013), especifica-se 

uma mola helicoidal contendo 𝑁 = 4 espiras ativas; com diâmetro do fio 𝑑 = 0,001 m; e 

diâmetro médio 𝐷 = 0,016024 m. Desta forma, tem-se uma rigidez 𝑘௦ = 508,8 N/m na fase 

austenítica (SILVA, 2011) correspondente à rigidez do suporte no caso elástico (sem SMA).  

A Tabela 2 contém as propriedades das SMAs segundo o modelo constitutivo 

unidimensional de BRINSON (1993) com módulos de elasticidade ao cisalhamento autenítico 

𝐺஺ = 67 GPa e martensítico 𝐺ெ = 26,3 GPa; deformação cisalhante residual 𝛾௥ = 0,067; e 

tensões de cisalhamento críticas associadas ao início 𝜏௦
ୈ୍୘ = 100 MPa e término                       

𝜏௙
ୈ୍୘ = 170 MPa de transformações diretas de fase martensítica. 

Despreza-se o desvio geométrico e a excentricidade de centro de giro do rotor. 

 
Tabela 1 – Parâmetros mecânicos e geométricos do sistema. 

𝑀 (kg) 𝑘ଵ(N/m) 𝑘ଶ(N/m) 𝑘௦(N/m) 𝑐 (Ns/m) 𝑐௦ (Ns/m) 

15 1,96 1,96 508,8 0,3 0,95 
𝑑 (m) 𝐷 (m) 𝑁 𝑅 (m) 𝜌 (m) 𝑔 (m) 

0,001 0,016024 4 0,07 0,055 0,002 
 

 
Tabela 2 – Propriedades das SMAs segundo modelo constitutivo de BRINSON (1993). 

𝐺஺ (GPa) 𝐺ெ (GPa) 𝛾௥ 𝛩 (MPa/K) 𝜏௦
ୈ୍୘ (MPa)  𝜏௙

ୈ୍୘ (MPa) 

67 26,3 0,067 0,55 100 170 

𝐶஺ (MPa/K) 𝐶ெ (MPa/K) 𝑀௦ (K) 𝑀௙ (K) 𝐴௦ (K) 𝐴௙ (K) 

13,8 8 291,4 282,0 307,5 322,0 
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4.1       Vibrações livres 
 

Esta seção compara os resultados do sistema submetido à vibração livre, avaliando as 

transformações de fase da mola helicoidal ligada ao suporte para avaliar o efeito dissipativo de 

energia por ciclo de histerese. Desta forma, anula-se a massa desbalanceada (𝑚 = 0), 

eliminando-se o forçamento externo (SILVA, 2011 e SILVA et al., 2013). O movimento é 

estabelecido por meio de uma condição inicial, representada por uma posição inicial, 𝑥଴, não 

nula e velocidade inicial nula (𝑣଴௫ = �̇�଴ = 0).  

A Figura 12 mostra simulações para 𝑥଴ = 0,001 m e 𝑇 = 343 K, onde não ocorre 

transformação de fase (𝛽 = 0) na mola de SMA porque não há contato do sistema com o suporte. 

Note que a posição inicial do sistema é inferior à folga, 𝑔, entre 𝑀 e o suporte, e, portanto, 

𝐹ௌெ஺ = 0. A diminuição de amplitude vibracional do sistema ocorre devido à ação do 

dissipador linear.  

 

                     
                                         (a)                                                                        (b) 

Figura 12 – Vibração livre do sistema sem contato para 𝑥଴ = 0,001 m. 

 

Para investigar o contato do sistema com o suporte (SILVA et al., 2013), avalia-se a 

posição inicial, 𝑥଴, superior à folga 𝑔 = 0,002 m. Com isso, as órbitas dos espaços de fase 

mostram claramente as situações sem contato e com contato, com um achatamento. A                  

Figura 13 mostra os resultados para 𝑥଴ = 0,004 m e 𝑇 = 343 K onde não houve transformação 

de fase (𝛽 = 0) na mola de SMA, conforme Figura 13 (a), embora tenha ocorrido contato do 

sistema com o suporte, conforme Figura 13 (b), o que indica que a mola de SMA respondeu 

elasticamente. A Figura 13 (c) indica a redução de amplitude de vibração que ocorre devido à 

ação do dissipador linear. A Figura 13 (d) mostra o espaço de fase, claramente dividido em 2 
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partes que representam as respostas sem e com contato. Note também que o deslocamento 

vibracional máximo é superior ao caso sem contato.  

      

                                         (a)                                                                     (b)                              

                                     
                                         (c)                                                                      (d)                                                                                                                             

Figura 13 – Vibração livre do sistema com contato para 𝑥଴ = 0,004 m. 

 

 Aumentando a condição inicial, para 𝑥଴ = 0,01 m e a 𝑇 = 343 K o contato do sistema 

com o suporte é mais intenso que nos resultados anteriores (Figura 14). Contudo, essa condição 

não induz transformação de fase na mola de SMA conforme indicado na Figura 14 (a). Tendo 

em vista o nível de energia maior introduzido pela condição inicial, percebe-se um aumento do 

deslocamento máximo do sistema conforme sinal de deslocamento vibracional com o tempo da 

Figura 14 (c) e espaço de fase da Figura 14 (d) em relação aos resultados anteriores.  
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                                             (a)                                                                     (b) 

  
                                         (c)                                                                         (d)  

Figura 14 – Vibração livre do sistema com contato para 𝑥଴ = 0,01 m. 

 

Considere agora uma condição inicial que provoca a transformação de fase na mola do 

suporte, assumindo que 𝑥଴ = 0,05 m e 𝑇 = 343 K. Nessas condições, o suporte passa a 

apresentar transformações de fase, proporcionando uma dissipação de energia adicional ao 

sistema, induzido pelo comportamento histerético, conforme Figura 15.  
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                           (a)                                                                      (b) 

  

           (c)                                                                      (d) 
Figura 15 – Vibração livre do sistema com contato para 𝑥଴ = 0,05 m que induz 

transformações de fase no suporte. 
 

A adaptabilidade do sistema pode ser verificada considerando diferentes temperaturas 

do suporte. Para isso, considere 3 casos: 343 K, 333 K e 323 K. A Figura 16 mostra os 

resultados das simulações comparados com um suporte elástico. Note que, na medida em que 

se diminui de 10 K as temperaturas, os laços de histerese são deslocados para baixo, 

aumentando a energia dissipada. A Figura 16 (a) mostra as frações volumétricas de martensita, 

com valores máximos de 0,1367 a 343 K; 0,1546 a 333 K; e 0,1728 a 323 K. O aumento da 

transformação de fase pode ser verificado nas curvas força-deslocamento da Figura 16 (b). O 

efeito da dissipação na dinâmica do sistema pode ser verificado no sinal de deslocamento 

vibracional com o tempo, Figura 16 (c), e no espaço de fase, Figura 16 (d).  
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                                         (a)                                                                      (b) 

 
                                         (c)                                                                       (d) 

Figura 16 – Vibração livre do sistema com contato para 𝑥଴ = 0,05 m e                               
diferentes temperaturas. 

 

O aumento ainda maior da condição inicial, no caso para 𝑥଴ = 0,10 m, provoca 

situações ainda mais acentuadas desse comportamento, como pode ser verificado na Figura 17. 

Observe que agora, os valores máximos das frações volumétricas 𝛽 são 0,3845 a 343 K; 

0,4050 a 333 K; e 0,4260 a 323 K.  
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                                          (a)                                                                      (b)                                                                                                          

 

                                                              (c)                                                                       (d)                            
Figura 17 – Vibração livre do sistema com contato para 𝑥଴ = 0,10 m. 

 
 

Cabe destacar que os laços de histerese são abertos devido às condições iniciais em 

deslocamento. Isso ocorre pois, em cada ciclo de histerese, dissipa-se energia e o sistema não 

retorna ao ponto inicial.    
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4.2 Vibrações Forçadas 

 

Esta seção considera os resultados do sistema excitado harmonicamente a partir de 

uma massa, 𝑚, desbalanceada do rotor do sistema. Os próximos resultados consideram uma 

frequência angular de forçamento externo de 24,5 rad/s. 

A Figura 18 indica que para massa desbalanceada 𝑚 = 0,0015 kg e temperatura       

𝑇 = 343 K não ocorre contato da massa 𝑀 com o suporte, o que não aciona a mola helicoidal 

de SMA. Esse caso é um típico comportamento elástico com movimento harmônico.   

                                   
                                             (a)                                                                       (b) 

Figura 18 – Vibração forçada do sistema sem contato para 𝑚 = 0,0015 kg. 

 

A partir de agora passa-se a aumentar o desbalanceamento do sistema, considerando 

valores maiores da massa desbalanceada 𝑚. Para 𝑚 = 0,015 kg e 𝑇 = 343 K, a resposta do 

sistema indica uma resposta elástica da mola do suporte, sem transformação de fase, Figura 19. 

A Figura 19 (a) mostra que 𝛽 = 0, enquanto a Figura 19 (b) mostra uma resposta elástica. O 

deslocamento em função do tempo, Figura 19 (c), e o espaço de estado, Figura 19 (d), indicam 

o efeito do contato na dinâmica do sistema mostrando um comportamento mais complexo que 

o caso harmônico anterior. 
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                                         (a)                                                                      (b) 
 

 

                                         (c)                                                                       (d) 
Figura 19 – Vibração forçada do sistema com contato para 𝑚 = 0,015 kg. 

                                  

Aumentando para 𝑚 = 0,085 kg e a 𝑇 = 343 K, verifica-se um contato mais intenso 

do sistema com o suporte. Contudo, essa compressão maior sofrida pela mola não foi suficiente 

para induzir transformação de fase nela conforme 𝛽 = 0 indicado na Figura 20 (a).  
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                             (a)                                                                      (b) 

  

                                         (c)                                                                       (d) 

Figura 20 – Vibração forçada do sistema com contato para 𝑚 = 0,085 kg. 

 

Para 𝑚 = 0,120 kg e 𝑇 = 343 K os resultados da Figura 21 mostram que o contato do 

sistema com o suporte não induz transformação de fase na mola de SMA (𝛽 = 0), o que acarreta 

uma resposta linear da mola. Por isso, os resultados com SMA a 343 K coincidem com os do 

caso elástico. Uma diminuição gradativa da temperatura para 333 K e 323 K acarreta um 

aumento das transformações de fase. Note que, para  𝑇 = 333 K é induzida transformação de 

fase com valor máximo de 0,006112 e um laço de histerese pequeno; para 𝑇 =  323 K, a 

transformação de fase aumenta ainda mais com uma fração volumétrica máxima de 0,04441, 

acompanhado de aumento do tamanho do laço de histerese. 
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                                         (a)                                                                       (b) 

                                      
                                         (c)                                                                        (d) 

Figura 21 – Vibração forçada do sistema com contato para 𝑚 = 0,120 kg. 

 

A Figura 22 (a) mostra que para 𝑚 = 0,150 kg o contato do sistema com o suporte 

contendo mola de SMA induz transformações de fase, cujos valores máximos dos indicadores 

são maiores que os da Figura 21 (a) para 323 K, 333 K e 343 K. A Figura 22 (b) indica, então, 

laços de histerese maiores que os apresentados na Figura 21 (b). Consequentemente, as 

amplitudes de vibração do sistema relativas ao caso elástico para 𝑚 = 0,150 kg diminuíram 

mais do que para 𝑚 = 0,120 kg, ao comparar o deslocamento vibracional da Figura 22 (c) e o 

espaço de estado da Figura 22 (d) com o sinal vibracional de deslocamento da Figura 21 (c) e 

o espaço de fase da Figura 21 (d). 
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                                          (a)                                                                     (b) 

 

                                          (c)                                                                     (d) 

Figura 22 – Vibração forçada do sistema com contato para 𝑚 = 0,150 kg. 
 
 

Um contato maior da massa 𝑀 com o suporte ocorre quando obtidos os resultados ao 

aumentar a massa desbalanceada do rotor para 𝑚 = 0,185 kg conforme a Figura 23. Isso 

equivale a afirmar que a mola helicoidal de SMA foi mais comprimida que nos resultados 

anteriores, levando a aumentar, conforme Figura 23 (a), o valor máximo de 𝛽 para 0,07393 a 

343 K. Ao diminuir para 333 K o valor máximo de 𝛽 é elevado para 0,07896, e reduzindo para 

323 K o máximo de 𝛽 aumenta para 0,1860. Associado ao aumento de 𝛽, a Figura 23 (b) indica 

elevação do tamanho do laço de histerese ao ser diminuída a temperatura. 

Visto que a mola mais comprimida induz aumento de 𝛽 e do tamanho do ciclo de 

histerese com a redução de temperatura de um ciclo para outro, isso implica em diminuição da 

amplitude vibracional do sistema conforme sinal de deslocamento temporal da Figura 23 (c) e 

espaço de fase da Figura 23 (d). 
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                                         (a)                                                                      (b) 

 

                                          (c)                                                                     (d) 
Figura 23 – Vibração forçada do sistema com contato para 𝑚 = 0,185 kg. 

   

Os resultados a seguir apresentam a dinâmica do sistema com o rotor à frequência 

angular de forçamento externo de 23,8 rad/s. Elevando 𝑚 para 0,285 kg, ainda que com 𝛺 

inferior a 24,5 rad/s, um contato do sistema é mais intenso o que aumenta a deformação por 

compressão da mola de SMA, avaliado pelo aumento dos indicadores de transformação de fase, 

𝛽, de sendo 0,1962 a 343 K, 0,2487 a 333 K e 0,3395 a 323 K, mostrados na Figura 24 (a). 

O aumento de 𝛽 com a diminuição de temperatura torna o tamanho dos laços de 

histerese maior de 343 K para 333 K e, por sua vez, de 333 K para 323 K, como pode ser visto 

na Figura 24 (b). Isso implica em menores amplitudes de vibração com redução da temperatura 

conforme sinal de deslocamento vibracional com o tempo da Figura 24 (c) e espaço de fase da 

Figura 24 (d).   
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Figura 24 – Vibração forçada do sistema com contato para 𝑚 = 0,285 kg. 

 

Ao comparar os resultados da Figura 23 com os da Figura 24, percebe-se que a redução 

de frequência angular de forçamento externo resultou em respostas da mola de SMA com 

aparências menos complexas em termos de laços de histerese com menos sublaços (ou 

subciclos) internos (devido a transformações de fase incompletas) e em termos de uma dinâmica 

do sistema aparentemente menos complexa da Figura 24 (d) em relação à Figura 23 (d).  

O aumento de dissipação de energia devido à variação de temperatura implica em 

reduções de amplitudes vibracionais que aumentam de um ciclo a outro com temperatura 

menor, conforme visto nos resultados de vibrações livre e forçada que apresentam boa 

concordância qualitativa com os resultados de SANTOS & SAVI (2009) e SILVA et al. (2013). 
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5  CONCLUSÃO E OBSERVAÇÕES FINAIS 

 

Este trabalho apresenta uma análise dinâmica de um sistema que consiste de um 

oscilador não suave com suporte descontínuo de SMA excitado por um desbalanceamento 

rotativo. Esse sistema é governado por uma dinâmica não linear cujas fontes são de naturezas 

geométrica (contato do oscilador com o suporte descontínuo) e constitutiva do material (SMA 

da mola helicoidal conectada ao referido suporte). As SMAs promovem o efeito de dissipação 

de energia devido ao comportamento histerético associado às transformações de fase sólida, 

sendo adaptativo por possuir dependência da temperatura.  

A modelagem matemática desenvolvida neste trabalho inclui relações cinemáticas 

com chaveamento de transição entre os modos de operação sem contato e com contato do 

sistema com o suporte sem perda de generalidade para modelos físicos em geral de sistemas 

não-suaves com suporte descontínuo. A modelagem constitutiva das SMAs considera o modelo 

de BRINSON (1993) que apresenta boa concordância com dados experimentais. A solução 

numérica foi obtida aplicando-se o método de integração por RK4. 

Percebe-se que uma das complexidades envolvidas em termos das equações que 

governam a dinâmica do sistema diz respeito ao contato lateral que representa uma fonte de não 

linearidade geométrica devido à descontinuidade matemática da transição da região sem contato 

para a região com contato (𝑥 = 𝑔 e o “achatamento” nos resultados de espaços de fase). A outra 

complexidade refere-se à expressão da força de restituição exercida pela mola helicoidal de 

SMA, pois está associada a uma fonte de não linearidade constitutiva.  

As simulações numéricas desenvolvidas neste trabalho consideram a adaptabilidade 

do sistema avaliando diferentes temperaturas. Observa-se que é possível obter 

aproximadamente 26% de redução de amplitude vibracional em regime permanente do sistema 

com contato unilateral. Os resultados de 𝐹ௌெ஺ em função de 𝑢 da mola helicoidal apresentam 

uma resposta linear na fase austenítica e uma dissipação associada ao laço de histerese. A área 

de laço de histerese (RAO, 2009) denota a energia dissipada pela mola helicoidal devido às 

transformações de fases (SAVI et al., 2016).  

Os resultados de vibrações livres mostram transformações de fase isotérmicas 

dependendo das condições iniciais. Por outro lado, os resultados de simulações de vibrações 

forçadas apresentam situações diferentes de acordo com o aumento do desbalanceamento 

rotativo. A contribuição deste trabalho como foi visto é a adaptabilidade do sistema com a 

temperatura. Essa adaptabilidade foi investigada a partir de simulações com diferentes 
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temperaturas. O aumento da temperatura tende a deslocar o laço de histerese para níveis mais 

altos de 𝐹ௌெ஺, o que permite controlar o nível de dissipação desejado.  

Para trabalhos futuros, sugere-se comparar os resultados numéricos apresentados neste 

trabalho com resultados experimentais, incluindo resultados caóticos. Além disso, propõe-se 

explorar o contato bilateral do oscilador. A análise de sistemas rotativos pode ser feita 

aumentado o número de graus de liberdade do oscilador, tipicamente considerando um sistema 

com 2 Graus de Liberdade (2-GdL). Desta forma, entende-se que a investigação dos 

comportamentos termomecânicos das SMAs em sistemas rotativos é um prosseguimento 

interessante para o trabalho.  
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7    APÊNDICE 
 

 A seguir um quadro-resumo das equações para o modelo de sistema dinâmico de                    

1-GdL com mola helicoidal de SMA conectada ao suporte descontínuo do sistema: 

 

Tabela 3 – Quadro-resumo das equações de movimento e constitutivas do sistema. 

Quadro-resumo das equações (Eqs.) de movimento e constitutivas do sistema Eq. 

1) Relações cinemáticas da mola helicoidal de SMA 

𝑢 = ቄ
𝑥 − 𝑔

0
             

se 𝑥 > 𝑔

se 𝑥 ≤ 𝑔
 (1) 

2.1) Equação de movimento do sistema SEM contato (𝑥 < 𝑔) com o suporte  

𝑀�̈� + 𝑐�̇� + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 − 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑) = 0 (26) 

2.2) Equação de movimento do sistema COM contato (𝑥 ≥ 𝑔) com o suporte   

𝑀�̈� + (𝑐 + 𝑐௦)�̇� + (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑥 + 𝐹ௌெ஺ − 𝑚𝜌𝛺ଶcos(𝛺𝑡 + 𝜑) = 0 (27) 

3) Equação da força de restituição, �̇�ௌெ஺, da mola helicoidal de SMA na forma de taxas  

�̇�ௌெ஺ =
𝐺𝑑ସ

8𝑁𝐷ଷ
�̇� +

𝜋𝑑ଷ

6𝐷
𝛼�̇� (25) 

4) Equações constitutivas unidimensionais do modelo de BRINSON (1993)  

�̇� = 𝐸𝜀̇ − 𝛼�̇� − 𝛩�̇� 
𝛽 = 𝛽ௌ + 𝛽் 

𝐸 = 𝐸஺ + 𝛽(𝐸ெ − 𝐸஺)  

(4) 
(5) 
(6) 

5) Leis de evolução do modelo constitutivo unidimensional de BRINSON (1993) 

5.1) Transformação martensítica direta (𝐴 ⟹ 𝑀 +) 

a) Para 𝑇 > 𝑀௦ e quando 𝜎௦
ୈ୍୘ + 𝐶ெ(𝑇 − 𝑀௦) < 𝜎 < 𝜎௙

ୈ୍୘ + 𝐶ெ(𝑇 − 𝑀௦) 

𝛽ௌ =
1 − 𝛽ௌ଴

2
cos ቊ

𝜋

𝜎௦
ୈ୍୘ − 𝜎௙

ୈ୍୘
ൣ𝜎 − 𝜎௙

ୈ୍୘ − 𝐶ெ(𝑇 − 𝑀௦)൧ቋ +
1 + 𝛽ௌ଴

2
 

𝛽் = 𝛽்଴
−

𝛽்଴

1 − 𝛽ௌ଴

൫𝛽ௌ − 𝛽ௌ଴
൯ 

(7) 
(8) 

b) Para 𝑇 ≤ 𝑀௦ e quando 𝜎௦
ୈ୍୘ < 𝜎 < 𝜎௙

ୈ୍୘ 

𝛽ௌ =
1 − 𝛽ௌ଴

2
cos ቈ

𝜋

𝜎௦
ୈ୍୘ − 𝜎௙

ୈ୍୘
൫𝜎 − 𝜎௙

ୈ୍୘൯቉ +
1 + 𝛽ௌ଴

2
 

𝛽் = 𝛽்଴
−

𝛽்଴

1 − 𝛽ௌ଴

൫𝛽ௌ − 𝛽்଴
൯ + ∆் 

∆்=
1 − 𝛽்଴

2
൛cosൣ𝐴ெ൫𝑇 − 𝑀௙൯൧ + 1ൟ            se 𝑀௙ < 𝑇 < 𝑀௦ e  𝑇 < 𝑇଴

            ∆்= 0                                                                    outro                                                  
 

 

(9) 
(10) 
(11) 
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Esse quadro-resumo tem a finalidade de conferir consulta às principais equações de 

movimento e constitutivas que governam a dinâmica do sistema não suave modelado no 

Capítulo 3 deste trabalho para análise da dinâmica não linear de naturezas geométrica (contato 

do sistema com o suporte descontínuo) e constitutiva do material (SMA da mola helicoidal 

conectada ao referido suporte) do sistema. 

 

 

 

Quadro-resumo das equações (Eqs.) de movimento e constitutivas do sistema (cont.) Eq. 

b) Para 𝑇 ≤ 𝑀௦ quando 𝜎௦
ୈ୍୘ < 𝜎 < 𝜎௙

ୈ୍୘  

𝐴ெ =
𝜋

𝑀௦ − 𝑀௙
 (12) 

5.2) Transformação martensítica inversa (𝑀+⟹ 𝐴) 

Para  𝑇 > 𝐴 e 𝐶஺(𝑇 − 𝐴௙) < 𝜎 < 𝐶஺(𝑇 − 𝐴௦) 

 𝛽ௌ =
𝛽ௌ଴

2
൜cos ൤𝐴஺ ൬𝑇 − 𝐴௦ −

𝜎

𝐶஺
൰൨ + 1ൠ 

𝛽் =
𝛽்଴

2
൜cos ൤𝐴஺ ൬𝑇 − 𝐴௦ −

𝜎

𝐶஺
൰൨ + 1ൠ 

𝐴஺ =
𝜋

𝐴௙ − 𝐴௦ 
 

(13) 
(14) 
(15) 


