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Resumo

Devido a evolucdo no desenvolvimento do projeto do primeiro Submarino Nuclear
Convencionalmente Armado (SNCA) brasileiro, a demanda de conhecimento de areas
especificas e cada vez mais criticas tem aumentado, como € o caso do projeto de estruturas
submarinas. Nesse contexto, a otimizagdo topoldgica sob restricbes de tensdo com aplicaces
em subestruturas destaca-se pela relevancia e pela natureza desafiadora dos problemas de
projeto associados. A finalidade deste trabalho foi desenvolver um codigo computacional para
andlise por elementos finitos e otimizacdo topoldgica visando a redugdo de massa estrutural,
sem comprometer a resisténcia avaliada por limites maximos de tensdo do material. A
metodologia desenvolvida é baseada em minimizacbes de funcdo objetivo de massa com a
incorporacdo de restricbes de tensdo de von Mises em todos os elementos finitos que
representam uma estrutura, por meio do método numérico de Lagrangiano Aumentado. As
solugdes foram obtidas por meio das rotinas de otimizacdo do pacote fmincon do MATLAB.
Estratégias de relaxacdo de restricdes de tensdo sao aplicadas para permitir alcancar solugoes
em regides degeneradas do dominio de projeto. Os resultados alcangados indicam uma
minimizacao de massa, respeitando adequadamente as restricdes de tensao estabelecidas. Além
disso, os resultados demonstraram sensibilidade as magnitudes de carga aplicada e aos limites
de tensdo do material. ComparacGes entre topologias otimizadas considerando restri¢cbes de
tensdo e aquelas voltadas para flexibilidade média em problemas classicos também foram
realizadas, confirmando que a metodologia desenvolvida respeita os limites de tenséo
estabelecidos. Desta maneira, concluiu-se que a aplicacdo conjunta do método dos elementos
finitos com a otimizacdo topoldgica tem pleno potencial para 0 bom desenvolvimento de
estruturas mais leves e eficientes, contribuindo para a viabilidade e competitividade do projeto

do submarino no cenério global.
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Abstract

Due to the progress in the development of the first Brazilian Conventionally Armed Nuclear
Submarine, the demand for knowledge in specific and increasingly critical areas has grown,
particularly in the design of submarine structures. In this context, topology optimization under
stress constraints, with applications in substructures, stands out due to the importance and
challenging nature of the associated design problems. The purpose of this work was to develop
a computational code for finite element analysis and topology optimization aimed at structural
mass reduction without compromising strength, evaluated through maximum stress limits. The
developed methodology is based on minimizing a mass objective function while incorporating
von Mises stress constraints across all finite elements representing the structure, using the
numerical method of the Augmented Lagrangian. These analyses were performed using
optimization routines from MATLAB's fmincon package. Relaxation strategies for stress
constraints were applied to enable solutions in degenerated regions of the design domain. The
results demonstrated a significant reduction in structural mass while adhering to the imposed
stress limits. Furthermore, the results exhibited sensitivity to the applied load magnitudes and
material stress thresholds. Comparisons between optimized topologies considering stress
constraints and those aimed at average flexibility in classical problems further validated the
effectiveness of the developed methodology in meeting the specified stress limits. In
conclusion, the integration of finite element analysis and topology optimization shows
significant potential for the development of lighter and more efficient structures, contributing

to the feasibility and competitiveness of the submarine project on the global stage.
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1 Introducao

1.1 Motivacéo e revisao do tema

Os submarinos nucleares sdo embarcacfes estratégicas fundamentais para a defesa
nacional, capazes de operar de forma autdbnoma e submersa por longos periodos. Com sistemas
de propulsdo nuclear, possuem navegagdo praticamente ilimitada, diferenciando-se dos
submarinos convencionais em alcance, autonomia e furtividade. Essas caracteristicas permitem
patrulhar amplas areas maritimas, proteger recursos estratégicos e reforcar a soberania nacional,
além de representar um marco tecnolégico e militar.

O Brasil encara o projeto e construcdo do primeiro Submarino Nuclear
Convencionalmente Armado (SNCA) como um desafio inovador e estratégico para o Brasil. E
0 primeiro deste género no pais, sendo assessorado pela assisténcia técnica francesa, o qual tem
total know-how deste tipo de empreendimento. Os submarinos nucleares exigem exceléncia em
habilidades técnicas e, necessitam de mais méo de obra e tempo de execucdo do que outros
projetos também complexos como, avibes, carros e até mesmo submarinos de propulsao
convencional. Havendo uma complexidade em todas as areas envolvidas, desde resisténcia
estrutural em condic¢des subaquaticas adversas até sistemas complexos de propulsdo e controle
de seguranca nuclear.

Este projeto ndo apenas excede outros empreendimentos de engenharia em termos de
horas-homem (HH) e tempo de construcdo, como também estabelece um novo patamar para a
engenharia naval brasileira. A Figura 1 ilustra a complexidade relativa de diferentes projetos de
engenharia, destacando o submarino nuclear. Este esforco coloca o Brasil em uma posi¢édo
significativa no cenario global, demonstrando tanto competéncia técnica quanto avangos

tecnoldgicos.
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Complexity in
design and
manufacturing

v
Nuclear
submarine

LH-12000000

— _~ Parts—1000000
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LH-5500, Parts— ﬁ Boeing aircraft W-7000 Tons
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Design and manufacturing time

LH: Labour hours, Parts: Total number of parts, W: Weight in tons

Figura 1: Complexidade no projeto e manufatura de estruturas de engenharia moderna. Fonte:
adaptado de Gordon S. (2009).

Nos ultimos anos, diversos estudos tém explorado a aplica¢do conjunta do método dos
elementos finitos (MEF) e da otimizacdo topoldgica (OT) em projetos estruturais, com
beneficios comprovados. Esses avancos tém sido essenciais para a inovacdo e melhoria
continua dos projetos, garantindo maior seguranca, eficiéncia e sustentabilidade.

Adicionalmente, hd uma motivacdo especifica para o0 aprimoramento dos
conhecimentos na area de otimizacgdo topologica relacionadas ao desenvolvimento do projeto
do submarino nuclear que atualmente esta sendo conduzido pela Marinha do Brasil. A Divisédo
de Estruturas esta inserida no Departamento Técnico do Centro de Projetos e Sistemas Navais
(CPSN). Nesta divisdo, todas as estruturas, resistentes e ndo resistentes deste submarino estao
sendo projetadas, e a otimizagdo topoldgica é vista como crucial para a viabilidade do projeto
como um todo. A questdo do peso e da estabilidade do submarino sdo desafios criticos, sendo
a otimizacdo topologica essencial para garantir que o projeto ndo se torne inviavel devido a

esses fatores.

1.2 Objetivos do trabalho

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver um cédigo computacional capaz
de realizar célculos de elementos finitos e otimizacéo topoldgica, para minimizacdo de massa

sob restricdo de tensdo, em uma estrutura retangular plana, e que seja possivel aplicar cargas e
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condicBes de contorno conforme necessario. Além disso, serdo avaliadas as variagdes de alguns

parametros utilizados neste codigo, tais como raio minimo do filtro de densidades (rmin),

magnitude da forca aplicada, valor de penalidade de densidade (f) e limite de tensdo de falha,

analisando o impacto dessas alteragdes nos resultados obtidos.

Os conhecimentos adquiridos e o trabalho desenvolvido serdo aplicados em trabalhos

futuros, em projetos estruturais de submarinos. Os objetivos especificos incluem:

1.

3.

Desenvolver e validar uma formulagdo matematica necessaria para analise de elementos
finitos em problemas de tensao;

Implementar algoritmos de otimizacdo topoldgica para a reducdo de massa em
estruturas, sob restricdo de tenséo; e

Avaliar a eficacia do método proposto em termos de reducdo de peso e manutengédo da
resisténcia estrutural.

Este trabalho pretende contribuir para o campo da engenharia naval, proporcionando

uma ferramenta adicional para o desenvolvimento de estruturas mais eficientes e seguras,

essenciais para a operacdo de submarinos.

1.3 Estrutura dos capitulos

Este trabalho apresenta os seguintes capitulos:

Revisdo Bibliografica: Sera apresentada uma pesquisa aprofundada sobre métodos dos
elementos finitos e técnicas de otimizacédo topoldgica.

Metodologia: Apresenta a formulagdo matematica necessaria para resolver problemas
de otimizacdo topologica. O foco é dado a implementacdo computacional usando o
MATLAB, descrevendo passo a passo o desenvolvimento do cddigo para realizar a
andlise de elementos finitos e a otimizagdo de estruturas com restricdes de tensao;
Resultados e Discusséo: Este capitulo traz a validacdo do codigo desenvolvido com a
comparagdo dos resultados obtidos utilizando um software comercial, seguido pela
aplicagdo do cddigo em estudos de caso. Sdo discutidas as variagdes dos parametros e o
impacto desses ajustes nos resultados obtidos;

Aplicabilidade da Otimizacdo Topoldgica em Estruturas Submarinas: Explora as
principais partes estruturais de submarinos e apresenta as possibilidades de aplicacéo da

otimizacdo topoldgica em componentes como anteparas e suportes de equipamentos,
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discutindo os desafios e beneficios dessa abordagem no contexto de subestruturas de
submarinos.

Conclusao: Resumo das principais conclusGes obtidas com o desenvolvimento do
cddigo e sua aplicacdo, além de sugestdes para trabalhos futuros que possam expandir

as possibilidades de otimizacéao topoldgica em estruturas complexas.
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2 Revisdo bibliografica

2.1 Fundamentos da teoria de elementos finitos

O meétodo dos elementos finitos (MEF) € uma ferramenta numérica importante para a
solugdo de problemas complexos de engenharia, particularmente aqueles que envolvem
equacdes diferenciais parciais. O MEF envolve a discretizacdo de um dominio continuo em
pequenos subdominios, chamados elementos, que estdo conectados por nos. Para problemas
estaticos, as equacOes diferenciais que descrevem o comportamento do sistema sdo entdo
resolvidas em termos dos graus de liberdade assumidos nos nds, transformando um problema
continuo em um sistema de equacdes algébricas.

Zienkiewicz e Taylor (2000) discutem a aplicacdo do MEF em problemas de
elasticidade, um campo fundamental para a andlise estrutural. Eles explicam que a teoria da
elasticidade trata do comportamento de solidos deforméaveis quando submetidos a cargas e
condigGes de apoio. O MEF permite calcular de forma aproximada os deslocamentos, as tensdes
e as deformacOes resultantes. Essa capacidade é fundamental para projetos de estruturas
metalicas de submarinos, onde é necessario prever e controlar as respostas estruturais para
diferentes tipos de carregamento.

A aplicacdo do MEF em estruturas de submarinos oferece inimeras vantagens. Bathe
(2014) e Hughes (2000) destacam que o MEF permite uma analise detalhada das tensdes e
deformacgdes em componentes complexos, possibilitando a identificacdo de pontos criticos e a
realizacdo de melhorias de projeto. Essa abordagem aumenta a confiabilidade e seguranca dos
projetos, garantindo que as estruturas possam suportar as condigdes extremas encontradas em

ambientes submarinos.
2.2 Métodos de otimizacgao topologica

A otimizacdo topoldgica (OT) € um ramo da engenharia estrutural que visa buscar a
melhor distribuicdo de material dentro de um dado dominio para otimizar um critério de
desempenho, como a rigidez ou o peso. Pode ser interpretado que o projeto, na forma 6tima de
uma determinada estrutura, é obtido por meio de um problema de distribuicdo de material.
Introduzida por Bendsge e Kikuchi (1988), essa técnica tem revolucionado o projeto de

estruturas e tornou possivel a concepcao de estruturas mais eficientes.
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Em Bendsge e Kikuchi (1988), foi proposta a obtencdo de formas 6timas de uma
estrutura para maxima rigidez, com parametrizacdo de material varidvel (com alto e baixo
preenchimento) usando homogeneizacéo assintotica (Guedes; Kikuchi, 1990). Nesse contexto,
as formas estruturais Otimas foram determinadas como um problema de distribuicdo de
material. Em Bendsge (1989), para 0 mesmo problema, foi proposta uma formulacdo de
material com base numa interpolacéo simples de variavel de projeto de densidade relativa. Esta
variavel se presta ao controle de presenca ou auséncia de material, em geral, em um elemento
finito. A interpolacdo proposta foi posteriormente chamada de SIMP (Solid Isotropic Material
with Penalization), e permitiu a obtencao de topologias 6timas de maneira mais simples.

A metodologia de otimizacdo topoldgica envolve varias etapas. Em primeiro lugar, é
necessario definir um dominio inicial e estabelecer restricdes de projeto e condicBes de
contorno. E muito comum o problema estrutural de interesse ser discretizado num problema de
elementos finitos, onde em cada elemento finito é designada uma variavel de projeto de
presenca ou auséncia de material. Em seguida, um algoritmo de otimizacéo é utilizado para
iterativamente ajustar a distribuicdo de material, com o objetivo de maximizar ou minimizar
um critério de desempenho especifico. Bendsge e Sigmund (2003) oferecem uma descricéo
detalhada dos fundamentos teoricos e das aplicagdes préaticas da otimizacéo topoldgica. Eles
explicam que uma das principais vantagens dessa técnica & a capacidade de reduzir
significativamente o peso das estruturas, garantindo desempenho de uma métrica escolhida.

O avanco continuo dos estudos em otimizacdo topoldgica e manufatura aditiva é
evidenciado pelos trabalhos recentes, como os de Hayes et al. (2023), Ferreira et al. (2023) e
Cool et al. (2024). Estes trabalhos destacam o desenvolvimento de novas tecnologias em
otimizacdo integradas com a manufatura aditiva, promovendo ganhos significativos em
eficiéncia estrutural, reducéo de peso, assim como para a atenuacao de ruidos e vibracGes. Esses
avancos possibilitam o uso de materiais mais leves e eficientes, essenciais para aplicacfes em
setores como 0 aeroespacial, a geracdo de energia e a indUstria automobilistica. Esses estudos
exemplificam como a otimizacgdo topoldgica aliada a manufatura aditiva tem se consolidado
como uma ferramenta importante para o desenvolvimento de componentes complexos e
eficientes, viabilizando solucGes inovadoras em diversas industrias.

Nos casos dos projetos de submarinos, a otimizagédo topologica desempenha um papel
crucial na minimizacgédo do peso das estruturas. O fato é que a construgdo dos submarinos exige
gue as estruturas sejam resistentes, duraveis e leves para maximizar a eficiéncia e a capacidade
de carga. Por meio da otimizagdo topoldgica, é possivel desenvolver componentes que atendam

a esses requisitos rigorosos, resultando em projetos mais eficientes e econdmicos.
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2.2.1 Otimizacédo de topologia: problema classico de compliance

A otimizacdo de topologia no contexto do problema classico de compliance é uma
abordagem muito estudada. O objetivo principal desse problema é minimizar a flexibilidade
média (o que significa maximizar a rigidez estrutural) de uma estrutura sujeita a certas cargas
e restricGes. A flexibilidade média, ou compliance, pode ser calculada como o trabalho
realizado pelas forcas aplicadas na estrutura, em face aos deslocamentos reais da posicéo
indeformada até a deformada.

Para resolver o problema de flexibilidade media, sdo utilizados métodos de otimizacéo
iterativos que ajustam a distribuicdo do material dentro de um dominio definido. Esse processo
envolve a solucdo de um problema de programacdo matematica onde a funcdo objetivo de
flexibilidade média & minimizada, sujeita a restricdes de volume e equilibrio via equacdes MEF.
A abordagem SIMP como mostrada por Bendsge e Sigmund (2003), € comumente empregada,
e penaliza elementos com densidades intermediarias, incentivando solucdes finais com
elementos que sejam totalmente sélidos ou vazios.

De acordo com Bendsge e Sigmund (2003), a formulagdo SIMP transforma um
problema de otimizacdo discreta em um problema de otimizagdo continua, onde cada elemento
do dominio é associado a uma variavel de densidade que pode variar continuamente entre zero
(vazio) e um (s6lido). A penalizacdo de densidades intermediarias é realizada elevando a

densidade a uma poténcia maior que um, o que incentiva soluc@es binarias.

2.2.2 Otimizacéo de topologia para as tensoes

Na otimizacdo de topologia, o problema classico de compliance ndo garante
desempenho em resisténcia. Os resultados obtidos sdo 6timos do ponto de vista da melhor
distribuicdo de material para a rigidez da estrutura como um todo, sob restricdo de uso de
material.

A otimizacdo topoldgica pode ser aplicada em problemas envolvendo tensdes em sua
formulacdo. Isso é particularmente relevante em contextos onde a resisténcia a fadiga e a
durabilidade s&o cruciais, como na engenharia naval e aeroespacial.

A formulagdo de um problema envolvendo tensdes é baseada na defini¢do do problema

de otimizacdo que pode considerar tensdes como fungéo objetivo ou nas restri¢es. Diferentes
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abordagens podem ser utilizadas para formular e resolver esse problema, destacando-se as
formulacGes baseadas em funcdes de agregacéo e a utilizacdo do Lagrangiano Aumentado.

As funcdes de agregacdo sdo técnicas amplamente utilizadas para otimizar tensdes em
estruturas. Essa abordagem combina varias medidas de tensdo em uma unica funcédo, permitindo
que o problema de otimizagdo seja resolvido de forma eficiente. Verbart et al. (2016) e Le et al.
(2010) discutem vérios tipos de func¢des de agregacéo, incluindo a fun¢do norma-p e a funcéo
de Kreisselmeier-Steinhauser (KS), que tém se mostrado importantes para a otimizagédo
topoldgica considerando tensoes.

A funcdo norma-p é uma técnica para se obter uma espécie de norma de um vetor de
tensbes considerados em projeto. Este método pode ser ajustado para diferentes niveis de
sensibilidade as tensGes locais, escolhendo valores apropriados de p. Estudos mostram que a
funcdo norma-p é particularmente atil para suavizar distribuicbes de tensdo e evitar
concentragdes locais excessivas (Verbart et al., 2016).

A funcdo de Kreisselmeier-Steinhauser (KS), por outro lado, é amplamente utilizada em
problemas de otimizacao estrutural com mdaltiplas restri¢cGes de tensdo. Essa funcdo combina as
tensdes locais em uma expressdo logaritmica que pode ser ajustada para controlar a suavidade
da distribuigéo de tensdes. A funcao KS foi descrita por Kreisselmeier e Steinhauser e tem sido
aplicada com sucesso em varios estudos de otimizagao topologica (Le et al., 2009).

Entre as vantagens da funcéo de agregacao, destaca-se a capacidade de reduzir o custo
computacional, uma vez que essas fungdes transformam mdaltiplas restrices locais em uma
Unica restricdo global, o que simplifica a analise e acelera o processo de otimizagdo. No entanto,
uma das principais desvantagens € a perda de controle sobre o comportamento local da tenséo,
0 que pode resultar em solugdes que ndo atendam adequadamente as restricbes em regies
especificas do dominio de projeto. Além disso, conforme o numero de restricdes locais
aumenta, a capacidade de representacdo fiel dessas tensdes pode se deteriorar rapidamente,
comprometendo a qualidade dos resultados obtidos (Senhora et al., 2020).

Segundo Kennedy e Hicken (2015), os métodos de agregacéo de restri¢cbes, em especial
o0s agregados induzidos propostos pelos autores, oferecem uma solugéo mais precisa e eficiente
para problemas de otimizacdo estrutural com restri¢des de tensdo. Esses métodos superam as
abordagens tradicionais, como a funcdo de Kreisselmeier—Steinhauser e a norma-p, em termos
de acuracia e independéncia de malha. Além disso, a tecnica de andlise pos-otimizagédo
desenvolvida permite uma melhor avaliagdo do impacto das agregacdes de restri¢cdes no projeto
final, o que é crucial para garantir que o projeto otimizado atenda aos requisitos de desempenho

e estabilidade.
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2.2.3 Meétodo do Lagrangiano Aumentado

Outra abordagem poderosa para a otimizacdo com tensdes é o método do Lagrangiano
Aumentado (LA). Esse método combina o método dos multiplicadores de Lagrange com
técnicas de penalizacdo para considerar de forma eficiente restricdes de igualdade e de
desigualdade numa funcdo objetivo. A ideia central é transformar o problema original em um
problema equivalente, no qual as restri¢bes sdo introduzidas como termos de penalidade na
funcdo objetivo. Assim, o método ajusta iterativamente os multiplicadores de Lagrange e 0s
parametros de penalizacédo, utilizando métodos de otimizacdo padrdo, até que a sequéncia de
solucgdes aproximadas convirja para uma solucdo 6tima que satisfaca todas as restri¢oes.

Segundo Bertsekas (2016), 0 método do LA € bastante eficaz em problemas com muitas
restricfes de desigualdade, pois combina as vantagens dos métodos de penalizacdo externa e
interna. Com o0 método do Lagrangiano Aumentado € possivel usar esquemas de penalizacao e
ainda obter solucdes exatas em relacdo ao problema original. Além disso, a abordagem permite
a utilizacdo de algoritmos de otimizacéo néo linear padrdo, facilitando a implementacéo pratica.

Em aplicacBes de otimizacdo topoldgica, o LA pode ser utilizado para lidar com
restricdes de tensdo locais e globais, garantindo que a solugdo aproximada encontrada nao
apenas satisfaca todas as restri¢des de projeto, como também minimize a funcdo objetivo. I1sso
é crucial em aplicacbes industriais, onde a seguranca e a durabilidade das estruturas sao de
extrema importancia.

Atualmente, o ALGENCAN (Augmented Lagrangian General Constrained
Optimization) destaca-se como um dos principais softwares para a resolucao de problemas de
otimizacdo ndo linear com restri¢ces, fundamentado na aplicacdo do Método do Lagrangiano

Aumentado, conforme apresentado por Andreani et al. (2008).

2.3 Regra do material na otimizacao topoldgica

Ao longo da evolucdo da otimizagéo topologica, diversos modelos de material foram
criados para alcancar os resultados pretendidos. Exemplos desses modelos incluem SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalization), RAMP (Rational Approximation of Material
Properties), BESO (Bi-directional Evolutionary Structural Optimization) e SESO (Sequential
Element Sensitivity Optimization). Além desses, outros modelos como o método de
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homogeneizagéo, a abordagem de densidade e o0 método de varidvel de fase também tém sido
utilizados para obter resultados eficazes na OT.

A técnica SIMP, desenvolvida por Bendsge (1989), utiliza um material com
propriedades ficticias para impor penalidades, identificando as areas vazias e sélidas por meio
de um pardmetro ligado a densidade. A lei de poténcia determina a relagdo entre densidade e
maodulo de elasticidade, como descrito por Bendsge e Sigmund (2003). A penalidade reduz a
presenca de elementos com densidades intermediarias, resultando em valores de pseudo-
densidades préximos de um ou zero.

O método RAMP, desenvolvido por Stolpe e Svanberg (2001), lida com a concavidade
das variaveis de projeto, o que significa que a relagdo entre a densidade relativa (p) e a
propriedade material € modelada por uma funcéo concava no intervalo [0, 1]. O RAMP assegura
que a funcdo de otimizacao seja concava, o que eleva a chance de obter uma solugéo binaria (0
ou 1). Esta técnica ajuda a evitar questdes numéricas associadas a densidades baixas e aprimora
a acurécia das aproximagdes.

Yang (1999) criou o método BESO, o qual usa variaveis binarias para representar
elementos solidos (1) e elementos vazios (0). A cada ciclo, os elementos com sensibilidade
abaixo de um determinado limite sdo eliminados, possibilitando o desenvolvimento da estrutura
do volume inicial para o volume final fixado antecipadamente. Durante cada iteracdo, é feito
um novo célculo das sensibilidades, o que permite a reintroducdo de elementos que foram
removidos anteriormente caso a sensibilidade deles aumente.

Simonetti et al. (2021) sugeriram o método SESO, que diminui gradativamente a
contribuicdo da rigidez de elementos com baixa exigéncia, ao invés de remové-los
completamente. Este método, conhecido como "soft-kill", facilita a transi¢do na distribuicdo de

material, levando a uma solucédo de otimizacao mais estavel.

2.4 Método de otimizacdo

A classificacdo da otimizacdo pode ser realizada de acordo com o tipo de funcdo
envolvida, como linear, ndo linear ou quadratica. Dentre os principais métodos de aproximacéo
explicita mais comuns estdo a SQP (Sequential Quadratic Programming), o OC (Optimality
Criteria) e 0 MMA (Method of Moving Asymptotes).

O método SQP substitui o problema de otimizacdo original por uma sequéncia de
subproblemas, onde a fungéo objetivo é aproximada por uma expansédo quadratica de Taylor da
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funcéo objetivo original, e as restricdes sdo representadas por aproximacoes lineares de Taylor
das restri¢cbes do problema inicial. Esses subproblemas tornam-se convexos quando a matriz
Hessiana da funcao objetivo é positiva-definida, garantindo a existéncia de um minimizador
global. No método SQP, a inclusdo de um termo de segunda ordem na funcéo objetivo contribui
para a convexidade do subproblema, assegurando maior eficiéncia e robustez no processo de
otimizacdo. Essa caracteristica facilita a resolugdo dos problemas complexos com alta precisao
(Griva et al., 2009). Este método ¢é utilizado neste trabalho.

O OC é utilizado em casos envolvendo otimizacao com restricdes especificas. De acordo
com Venkayya (1989), esse processo € especialmente eficiente na otimizacéo de estruturas,
sendo conhecido por sua capacidade em lidar com problemas de comportamento linear e néo
linear. Este método é popularmente utilizado para resolucdo de problemas classicos de
compliance.

O MMA regula o nivel de conservadorismo do modelo, garantindo a convexidade e
promovendo a convergéncia no processo de otimizagdo. Em cada iteracdo, 0 MMA resolve um
subproblema separavel, no qual as funcdes sdo expressas como a soma de termos dependentes
de uma Unica variavel, assegurando sua convexidade. A solucdo deste subproblema assegura
que os valores da funcdo objetivo e das restricbes sejam maiores ou iguais aos valores das
respectivas funcdes no problema original. Este método é amplamente utilizado devido a sua
eficiéncia na resolucéo de problemas complexos de otimizacéo estrutural (Griva et al., 2009) e
também € aplicado em outras formulacdes de OT, como demonstrado no trabalho de Senhora
et al. (2020).

Os métodos de programacdo linear e ndo linear sdo amplamente utilizados em
engenharia, economia e pesquisa operacional. Ambos os métodos tém um objetivo comum de
encontrar o valor 6timo de uma funcéo objetivo, sujeita a um conjunto de restri¢oes.

A programacdo linear envolve a otimizacdo de uma funcdo objetivo linear, sujeita a
restricbes também lineares. Na atualidade, 0 método Simplex é o mais utilizado para resolucdo
(Morgan et al., 1990).

A programacéo néo linear, por sua vez, lida com a otimizacdo de funcgdes objetivo de
natureza ndo linear, podendo incluir restricbes que também apresentam comportamento ndo
linear. Neste caso, atualmente ndo ha um método que mais se destaque, sendo alguns deles
como, Método de Gradiente, Programacdo Quadratica Sequencial e o Metodo de Pontos
Interiores. No entanto, pode haver algum destes que tenha um desempenho melhor para um

caso especifico.
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Alguns métodos de otimizagdo ndo linear para problemas com restri¢fes utilizam
técnicas de penalizagcdo ou de barreira (com o objetivo de garantir a viabilidade da solugéo
Otima aproximada), transformando o problema de otimizacao com restricGes em uma sequéncia
de problemas de otimizacdo sem restri¢cbes. Tais métodos podem ser usados para resolver

problemas de otimizacéo topoldgica.

2.5 Instabilidades numéricas em solucdes de problemas de otimizacao

topologica

Os resultados das andlises podem apresentar alguns problemas ap6s a aplicacdo da
otimizag&o topoldgica, que sdo decorrentes da instabilidade numérica da metodologia aplicada
como, a dependéncia da malha, minimos locais e padrdo de tabuleiro de xadrez. Esses
problemas sdo amplamente estudados e podem ser mitigados através do uso de métodos de
filtragem adequados. Entre os filtros mais eficazes, destacam-se os filtros de densidade e de
sensibilidade, conforme apresentado em Bendsge e Sigmund (2003).

O filtro de densidade reconfigura a densidade dos elementos com base nas densidades
dos elementos vizinhos, suavizando as transi¢des entre regides solidas e vazias, e garantindo
maior independéncia da malha. Ja o filtro de sensibilidades modifica heuristicamente as
sensibilidades apds a resolucdo do problema de otimizacdo, calculando médias ponderadas das
sensibilidades dos elementos vizinhos. Essa técnica evita que padrdes de tabuleiro de xadrez
aparecam, garantindo uma melhor estabilidade numérica durante o processo de otimizagdo
(Sigmund, 2007).

Problemas de otimizacdo ndo convexos resultam em maltiplos minimos locais, gerando
diferentes solucGes para o0 mesmo problema com variacdo de parametros de otimizagéo
(Bendsge et al., 1994). Portanto, a solucdo encontrada pode ser apenas um 6timo local e ndo o
6timo global.

A dependéncia da malha em problemas de otimizacdo topoldgica ocasiona variages
consideraveis na solucdo. Essas variagdes aumentam com diferentes discretizacOes, levando a
geometrias mais complexas e divergentes a medida que o refinamento da malha aumenta. No
limite, o refinamento possibilita que a microestrutura do projeto se ajuste para otimizar o
desempenho, aproveitando toda a liberdade de projeto oferecida pelo método de otimizacéo.
Entretanto, 0 aumento na resolugdo da malha n&o assegura a convergéncia para formas mais

definidas com base em uma solugédo obtida em uma malha de discretiza¢do mais grosseira. Para
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lidar com essa questdo, o uso de filtros de sensibilidades e de densidades surge como uma
solucgéo eficaz, pois auxilia no controle da dependéncia da malha, permitindo a obtencéo de
resultados mais estaveis e adequados a manufatura (Sigmund; Petersson, 1998).

A formacdo de regibes com material sélido e vazio alternados, semelhante a um
tabuleiro de xadrez (checkerboards), Figura 2, é um problema comum que inviabiliza a
fabricacdo. Filtros (de sensibilidades ou densidades) s&o utilizados para contornar essa
instabilidade (Diaz; Sigmund, 1995; Bendsge; Sigmund, 2003). Além disso, pode-se utilizar
elementos com mais nds, como o0s elementos quadraticos, que possuem nds nas arestas, além

dos nos dos vértices.
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Figura 2: Exemplo de tabuleiro de xadrez (Sigmund, Petersson, 1998).

2.6 Estudos relacionados

A combinacdo do MEF com a otimizacdo topoldgica tem sido amplamente estudada
devido aos beneficios significativos que habilitam a engenharia estrutural. Diversos
pesquisadores tém explorado essa integracdo para resolver problemas complexos, alcancando
resultados promissores.

Bendsge e Kikuchi (1988) foram pioneiros na geracdo de topologias 6timas utilizando
0 método de homogeneizacdo. Este trabalho estabeleceu os fundamentos tedricos para a
otimizagdo topoldgica, permitindo a criagdo de estruturas com distribuigdes de material

otimizadas para desempenho estrutural maximo.
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Bathe (2014) oferece uma visdo abrangente sobre os procedimentos do MEF,
fornecendo uma base sélida para a anélise estrutural necessaria na otimizagéo topologica. Sua
obra é uma referéncia essencial para engenheiros que buscam compreender profundamente o
funcionamento e a aplicacdo do MEF em diversos contextos de engenharia.

Sigmund (2001) contribui com um cédigo de otimizacdo topoldgica de “99 lines”
escrito em MATLAB, facilitando o acesso de pesquisadores e engenheiros a ferramentas
praticas para implementar algoritmos de otimizacdo topoldgica de forma eficiente e eficaz. Sua
contribuicdo é amplamente utilizada em estudos académicos e projetos de engenharia,
evidenciando a praticidade e a aplicabilidade das técnicas de otimizacao topoldgica.

Em Bendsge e Sigmund (2003) sdo expandidos esses conceitos, onde detalham os
métodos e aplicacdes da otimizacdo topoldgica em diversas areas da engenharia. Este livro é
considerado uma referéncia fundamental para pesquisadores e profissionais que trabalham com
otimizacgdo estrutural.

Liu e Tovar (2014) discutem a implementacdo de um codigo eficiente de otimizacéao
topoldgica tridimensional em MATLAB, destacando a simplicidade e eficiéncia de uma
solucdo compacta para problemas de otimizacdo estrutural. O estudo deles oferece uma
ferramenta pratica e acessivel que facilita o aprendizado e a aplicac¢éo da otimizacao topoldgica,
proporcionando instrucdes claras para a modificagdo de condigdes de contorno, cargas externas,
e para a implementacdo de estratégias de programacao nao linear.

Hayes et al. (2023) explora a otimizacdo topoldgica como ferramenta para reduzir a
massa estrutural de geradores de alta poténcia usados em turbinas edlicas. Utilizando técnicas
de manufatura aditiva, os autores apresentam trés designs de rotores otimizados que reduziram
a massa estrutural entre 54% e 67%, resultando em um aumento da densidade de poténcia de
até 25%. As simulacbes demonstram que a aplicacdo da otimizacdo topoldgica, combinada com
a impressdo 3D, pode levar a avancos significativos na fabricacdo de estruturas mais leves e
eficientes para maquinas elétricas.

Senhora et al. (2020), em seu artigo sobre otimizacdo topoldgica, apresenta uma
implementacdo de uma abordagem livre de agregacdo de tensdes locais para a otimizacéo de
estruturas. Seu trabalho destaca a importancia de considerar restricdes de tensfes de forma
direta, o que é especialmente util em aplicagdes criticas, como o projeto de submarinos.
Conforme apresentado neste artigo, esta abordagem permite uma distribui¢do de material mais
eficiente, resultando em estruturas que séo tanto leves quanto capazes de suportar cargas
elevadas. 1sso melhora significativamente a seguranga e a eficiéncia dos projetos, demonstrando

uma aplicagéo prética e eficiente das técnicas de otimizacéo.
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Ferreira et al. (2023) focam na combinacdo de otimizacdo topologica e de forma com a
modelagem de elementos finitos para projetar componentes aeroespaciais fabricados por
manufatura aditiva a laser. A abordagem proposta visa a reducdo de peso e a otimizacao
estrutural de uma carcaca de caixa de engrenagens, demonstrando uma reducao de 5,12% na
massa final do componente. A simulacdo de processos aditivos € integrada ao projeto para
validar a viabilidade de impressdo e garantir a qualidade estrutural dos componentes,
destacando o potencial da otimizacao topologica para a manufatura de pecas complexas.

Cool et al. (2024) abordam a otimizagdo topoldgica vibro-acustica com o objetivo de
minimizar a transmissdo de som por meio de estruturas sanduiche. Essa técnica permite projetar
materiais leves e rigidos que também possuem excelente desempenho na atenuacdo de ruidos e
vibrac6es. A metodologia apresentada otimiza o nucleo das estruturas para equilibrar requisitos
estruturais e acusticos, considerando diferentes frequéncias e angulos de incidéncia de ondas
sonoras. O trabalho destaca a aplicabilidade da otimizacéo topoldgica para criar designs mais

eficientes em termos de perda de transmissdo de som, superando os métodos convencionais.
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3 Metodologia

A metodologia apresentada a seguir, que integra o Método dos Elementos Finitos (MEF)
com técnicas de otimizacdo, sera empregada na otimizacdo de topologias de estruturas. As
topologias resultantes serdo comparadas com resultados disponiveis na literatura especializada.
Para validacao, foram analisados os seguintes casos: problema do quadrado diagonal, problema

de duas barras, viga MBB e viga cantilever.
3.1 Fundamentos de elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € uma técnica numérica amplamente utilizada
na engenharia para resolver problemas envolvendo equagGes diferenciais parciais, sendo
particularmente eficaz na analise estrutural. Baseado no Principio dos Deslocamentos Virtuais,
o MEF aproxima o campo de deslocamentos por funcdes de forma, cujos coeficientes
correspondem aos deslocamentos nodais. Neste trabalho, emprega-se o elemento quadrilatero
plano de 4 nés, que assume o estado plano de tensdo e utiliza fungdes bilineares para interpolar
deslocamentos. A formulagdo considera a matriz de elasticidade D, que relaciona tensdes e
deformac0es pela Lei de Hooke. Para avaliar os limites de resisténcia do material, aplica-se o
critério de von Mises, garantindo que as tensGes equivalentes estejam dentro dos limites

admissiveis.
3.1.1 Introducéo ao elemento plano de 4 nds

Esta subsecdo descreve o desenvolvimento do MEF aplicado a um elemento plano de 4
noés, neste caso, um elemento quadrilatero bilinear. A formulagdo apresentada considera
integracdo analitica das matrizes de rigidez do elemento. Isto permite a defini¢cdo de uma matriz
de rigidez local, comum a todos os elementos, e que pode ser expressa analiticamente.

A geometria do elemento quadrilatero plano de 4 nés é definido por quatro nés
localizados nos veértices de um quadrilatero, com coordenadas (x;,y;) parai=1, 2, 3, 4, Figura
3.
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Figura 3: Elemento quadrilatero.

Considera-se que o campo de deslocamentos no elemento plano de 4 nos segue a
hipotese de estado plano de tensdo, onde os deslocamentos u(x, y) e v(x,y) variam linearmente
dentro do elemento.

A interpolacéo dos deslocamentos é realizada utilizando as fun¢des de forma bilineares
N;, de modo que os deslocamentos dentro do elemento sdo aproximados a partir dos

deslocamentos nos nos, conforme Eq. (1).

4
uCey) = ) NG

o &)
V) = D NGV

onde u; e v; sdo os deslocamentos nos nds do elemento nas coordenadas x e y respectivamente.

As funcgoes de interpolacdo de deslocamentos N;, Eq.(2), sdo definidas como:

1
N1=Z(1_§)(1—77) )

1
N, =2(1+9A -

1 2
N3 =Z(1+E)(1+n) )

1
Ny=2(1-9A+m)

onde & e  sdo coordenadas naturais variando de -1 a 1, conforme Figura 4.
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(-1, 1) (1, 1)

| J

(-1,-1) 1,-1)

Figura 4: Coordenadas naturais.

3.1.2 Inter-relagdes
A relacdo entre deformacdes e deslocamentos é dada de forma aproximada por:
e=Bu , 3)

onde B é a matriz de derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas x e y (Reddy,
2019). A matriz B pode ser escrita com a ajuda das func@es de interpolacdo dos deslocamentos

apresentadas na Eq. (2) e da matriz de interpolacdo N para o elemento plano de 4 nds, expressa
como:

N =

N, 0 N, 0 N; 0 N, 0] @

O N, 0 N, 0 N;j 0 N,

A matriz B € calculada utilizando as derivadas das funcdes de forma em relagdo as
coordenadas x e y.

[ON ON ON ON
L 2 3 4

x ox x o 0
o Moo N N, 0N,
B= dy dy dy ay | - ®)

ON; ON; 0N, ON, ON; ON3 OJN, ON,
ldy o0x dy 0dx 0dy 0dx Jdy @ O0x.
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Para o célculo das derivadas na Eq. (5), a matriz Jacobiana J, Eq. (6), relaciona as

coordenadas naturais & e # com as coordenadas cartesianas x e y (Figura 5).

[0x dy]

_|og o¢
I=1ax ay| (6)

on on

(-1,1) (L, 1)

'Dﬁ"

lC,
(=1,-1) (1,-1)

Figura 5: Dimensdes e coordenadas do elemento (Jorge et al., 2022).

No estado plano de tensdo, a relacdo entre tensdo e deformacdo para materiais elasticos
lineares isotropicos é assumida via Lei de Hooke, conforme expressa pela Eq. (7).

oc=De , (7

onde:
e ¢ €0 vetor de tensBes, Eq. (8):

2%
— ] O,
° {rxyy} | ®)

e ¢€é o vetor de deformacdes, Eq. (9):
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€x
=1J€ ,
) {yxyy} ©

o D é amatriz de elasticidade do material isotropico no estado plano de tensdo, Eg. (10),

definida como:

1 v 0
E v 1 0
0

P=a=n|, , a-v| (9

2

onde E € o mddulo de Young e v é o coeficiente de Poisson (Bathe, 2014; Hughes, 2000; Reddy,
2019).

A matriz de rigidez do elemento K., Eq. (11), que € uma matriz simétrica, € obtida pela
integracdo da matriz de derivadas B transposta multiplicada pela matriz de elasticidade D e pela

matriz B, ponderada pelo volume do elemento.

1 1
Kezf fBTDBtdet(])dfdn , (11)
-1J-1

onde t é a espessura do elemento e J é a matriz Jacobiana da transformac&o entre coordenadas
naturais e coordenadas cartesianas (Zienkiewicz; Taylor, 2000). Incluindo nesta equacgédo a

matriz A;;, Egs. (12) e (13), e as dimensGes a e b (Figura 5):

A1]=tD B
(12)
det(J) =ab ,
sendo,
Ay A Ag D11 D1z Dgs
Aj = |Az1 Ay Apz|[= t|D21 D2z Das| (13)
Az1 Az Asg D3; D3z Das

obtém-se a seguinte equacao para a matriz K:
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1 1
Ke=f f BT A4;Babdédy . (14)
-17/-1

Realizando a integracdo analitica da Eq. (14), obtém-se as Eqgs. (43) para calculo de cada
elemento da matriz simétrica 8x8 K, conforme encontra-se no Apéndice A. Estas equacdes sdo

utilizadas de forma pré-integrada no MATLAB no lugar da Eq. (14), agilizando os calculos.
3.1.3 Montagem global e célculo de tensdes

A matriz de rigidez global K, sendo simétrica, é obtida por meio de um processo de
montagem tipico, no qual as matrizes de rigidez dos elementos K., Eq. (15) sdo somadas,
levando em conta a sobreposicdo de graus de liberdade compartilhados entre os elementos da

malha.

K=ZKe , (15)

onde n € o nimero total de elementos na malha.

Para problemas de elasticidade linear, a formulacdo matemética do MEF inicia-se com
a definicdo da forma fraca para equilibrio de um corpo deformavel via Principio dos
Deslocamentos Virtuais (Shames; Dym, 2003; Lucena Neto, 2021). O campo de deslocamento
admitido € aproximado por interpolaces dentro de um elemento finito escolhido (Reddy,
2019), cujos coeficientes correspondem aos deslocamentos nodais. O vetor de forcas global f é
montado sobrepondo e somando as contribui¢bes de forcas aplicadas em n6s dos elementos
individuais. Apds a integracdo no dominio dos elementos e a conexdo entre eles para representar

o dominio completo, a equacdo de equilibrio global pode ser expressa como a (16):
Ku=f . (16)

onde:
o K éamatriz de rigidez global da estrutura;
e U é o vetor de deslocamentos nodais; e

o fé o vetor de forgas aplicadas.
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A imposicdo das condi¢des de contorno é fundamental para a solucdo do problema,
ajustando K e f para considerar n6s com deslocamentos impostos e forcas aplicadas (Hughes,
2000).

A deformacdo ¢ em cada elemento é obtida no centroide do elemento, a partir dos
deslocamentos u, aplicada na forma expandida da Eq. (3) que se apresenta conforme a Eq. (17):

u
—1+7 1-19 1+7 —1-7 (v,
€x 4a 43 4a 4a U,
—1+4¢ —1-¢ 1+¢ 1-¢||v,
€yt = 0 0 0o — 0 — 1A 17
yxyy} 4b 4b 4b ab | |Ys an
—1+& —14n —-1-¢ 1-n 14¢& 1+4+n 1-& —-1-n||Vs
u
4b 42 4b 42 4b 42 4b 42 w:

Como as analises serdo realizadas no centroide de cada elemento, serdo utilizados os
valores de n = 0 e & = 0, sendo estes valores substituidos na Eq. (17).
As tensdes calculadas sdo referentes ao centroide do elemento, usando a matriz de

elasticidade D. A forma expandida da Eq. (7) apresenta-se conforme a Eq. (18).

_ E ) E . .
o, (1 —EVZ) (1 E—: VZ) €,
L(Z, “'a=v) a-w 0 )Z,} (18)
0 0 1-v) E
i 2 (1—-v?)l

Para avaliar o limite de tensdo dos elementos, utiliza-se o critério de von Mises, sendo
a tensdo equivalente calculada no centroide de cada elemento. Primeiramente, sdo calculadas

as tensdes principais, Eq. (19), e, posteriormente, a tensdo de von Mises a¢,, EQ. (20):

oy t+o Oy — O\ 2
o, = x2 Y_I_\/(Xz Y) +T325y
’ (29)
oy + oy Oy — Oy\2
0= — —\/( 5 )+T,%y
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Ovm = \/% ((oy — 02)% + (02 — 03)% + (05 — 01)?) (20)

onde g, o0, € a3 S&o as tensdes principais do elemento.

A tensdo o3 corresponde a uma das tensdes principais, mas no estado plano, o eixo z
nédo tem tensdo normal (o, = 0) e ndo contribui para o comportamento do material no plano
analisado, assim, o3 = 0. Portanto, as tensdes principais no estado plano sdo apenas o; € d,.

A condicdo de tensdo é considerada satisfeita se o, ndo exceder a tensdo admissivel

Oadm, conforme Eq. (21).
G\?m < Oadm - (21)

Para implementar a anélise estrutural por elementos finitos no MATLAB, é fundamental

seguir uma série de etapas, detalhadas no Apéndice B.
3.2 Método de otimizacao topologica

A otimizacdo topoldgica é uma técnica que tem ganhado destaque na engenharia
estrutural por permitir a distribuicdo ideal de material dentro de um dominio. Neste trabalho, o
problema é formulado com o objetivo de minimizar a massa da estrutura, respeitando as
restricbes de tensdo. Este capitulo aborda detalhadamente a formulacdo do problema de
otimizacdo, incluindo as restri¢ces de tensdo, a penalizacdao da massa, a fungéo objetivo baseada
no método do Lagrangiano Aumentado, além da implementacdo computacional.

Para a resolucdo dos problemas, foi utilizado o otimizador fmincon do MATLAB,
configurado com o método SQP. Essa escolha se deve a sua praticidade e eficacia, sendo uma
ferramenta robusta que oferece bons resultados para problemas formulados com o Lagrangiano

Aumentado.
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3.2.1 Definicéo do problema de otimizagéo

A forma padrdo de um problema de otimizacdo se da conforme Eq. (22), onde estédo
incluidos, a funcdo objetivo o qual deve ser minimizada assim como todas as restricdes

impostas para o problemas, além dos limites das variaveis de decis&o.

min f(x)
X
sujeito a:
Ceqq X)=0
A.x<b ,
Aeq-X = bgg
lb <x < up

onde:
o f(x) e afuncgdo objetivo a ser minimizada;
e c(x) representa as restri¢des de desigualdade ndo lineares;
e Cqq(x) representa as restri¢des de igualdade ndo lineares;
o Ace b representam matriz e vetor associados as restricdes de desigualdade lineares;
o A.q b, representam matriz e vetor associados as restri¢oes de igualdade lineares; e
o 1, e uy sdo, respectivamente, os limitantes inferiores e superiores das varidveis de

decisao.

Para o problema proposto neste trabalho, a Eq. (22) foi adaptada conforme necessidade,
tornando-se a Eg. (23), que trata de minimizacdo de volume ponderado por densidades
artificiais, que sdo as varidveis de projeto do problema. Pode-se notar que ndo se trata
exatamente de minimizacdo de massa. No entanto, assume-se que a densidade especifica do
material dos elementos é a mesma (constante na estrutura). Nesse caso, minimizar o volume
ponderado pelas varidveis de projeto equivale a minimizagdo de massa. A fungdo objetivo

utilizada visa a minimizagdo da massa total da estrutura, Eq. (23), expressa como:
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n
min, M(p) = z PeVe
e=1

Sujeito a: g, =:§m -1<0,Ye = 1,...,n (23)

adm
0<p.<1,ve =1,...,n
Com: K(p)u=f

onde:
e pe éadensidade relativa de um elemento;
e p é 0 vetor que coleciona as varidveis de projeto pe;
e V. €0 volume de um elemento e;
e né o numero total de elementos;
e 0o, éatensdo de von Mises associada ao elemento e;
e O,qm € atensdo maxima admissivel para o material;
o K éamatriz de rigidez global;
e U é 0 vetor deslocamento dos nos; e

o fé o vetor das forgas externas aplicadas nos nés.

A matriz K global, conforme descrito na Sec¢do 3.1.3, é obtida por meio de um processo
tipico de montagem considerando os graus de liberdade da malha de elementos finitos.

3.2.2 Meétodos e estratégias para otimizacao

Nesta secdo, sdo ilustrados aspectos fundamentais do problema de otimizacdo de
topologia com restrices de tensdo: penalizacdo de densidades intermediarias na matriz de
rigidez global, conceito de degeneracdo do dominio de projeto, relaxacdo controlada de
restricdes de tensao, filtro de densidades e penalizacdo de densidades intermediarias na funcéo
objetivo de massa.

Para a resolucdo do problema de otimizacdo topoldgica, a matriz de rigidez global K,
sera composta pelas matrizes dos elementos individuais dada pela Eq. (24). A formulagdo
utilizada na Eq. (24) garante que a rigidez de cada elemento seja proporcional a sua densidade
elevada a uma poténcia p. Isto penaliza a rigidez de elementos com densidade p. intermediéria,

facilitando a obtencéo de projetos 0-1 (sem elementos com presenca parcial de material). Sendo



39

assim, isto facilita uma distribuicéo eficiente do material na estrutura otimizada (Senhora et al.,
2020).
Cada matriz de rigidez elementar K, é modificada pela densidade relativa do material

pe Usando 0 método SIMP modificado, tornando K.(p.). Como a seguir:
K.=[o+ (1 -9)pl]K, , (24)

onde:
e 9 é 0 parametro Ersatz, que evita a singularidade da matriz de rigidez em elementos
com densidade zero, 8 = 107¢;
e p é o fator de penalizacdo, usado para forcar a solucdo da densidade para valores
proximos de 0 ou 1, sendo p maior ou igual a 1; e

o K, é amatriz de rigidez para um elemento sélido.

Uma forma prética de exemplificar aspectos importantes do problema de otimizacdo na
Eq. (23) é mostrar o problema quadrado diagonal, encontrado no Senhora et al. (2020). Este é
um caso simples que demonstra o fenémeno da singularidade no contexto da otimizagéo
topoldgica baseada em densidade e restricdes de tensdo. Neste problema é possivel ilustrar que
problemas com restri¢fes de tensdo podem ter solugdes em regides degeneradas, as quais Sao
desconectadas do restante do espacgo de solucéo.

A Figura 6 ilustra a geometria do problema, incluindo as condi¢fes de contorno e o
carregamento aplicado. Este é um modelo quadrado de lados L = 2 (adimensional), discretizado
em uma malha de 2x2 elementos. Fixa-se a densidade igual a 1 (elementos pretos) de dois dos
elementos e os outros dois tém densidades controladas por p, € ps (as varidveis de projeto).
O limite de tensdo o,4m = 1 é a tensdo maxima de von Mises para o material sélido. O mddulo
de Young e o coeficiente de Poisson para o material sélido sdo E =1 e v = 0,3, respectivamente
(problema adimensional). A carga aplicada é P = [0,1; — 0,1], portanto, o valor de P na Figura

6¢P=|P|= 2
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L/2

A

L/2

»l

Figura 6: Problema quadrado diagonal: geometria, condi¢cGes de contorno e carga. Fonte:
Senhora et al. (2020).

O objetivo deste problema é minimizar a massa sujeito a restricdes de tensdo. Portanto,

formulacdo da otimizacgdo é apresentada da seguinte forma:

min, m(pz,p3) = pz + p3

0—2
=—=-1<
Sujeito a: 82 ”aa;im <0,p,>0
g3=ﬂ—1§0,p3>0 (25)

Tadm

0<p.<l,e =12
Com: K(pzpz)u=f

A Figura 7 ilustra a funcdo objetivo e o espaco de projeto viavel para o problema
quadrado diagonal. A formulagio da otimizacio ¢ dada pela Eq. (25), onde ¢2,, e 02, S30 as
tensdes de von Mises dos elementos associados as variaveis de projeto p, e ps, respectivamente
(Duysinx; Bendsge, 1998; Duysinx; Sigmund, 1998), e sdo avaliadas no centroide de cada
elemento. O objetivo da Figura 7 € ilustrar as regies vidveis para minimizacdo de massa
quando sujeita a restricdes na tensdo de von Mises.

O espaco de solucdo do problema contém regides viaveis degeneradas com dimensao

menor do que a do espaco de projeto (linhas verdes na Figura 7, com esta cor representando a
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regido vidvel do problema). Essas regifes degeneradas estdo desconectadas do restante do
dominio viavel de projeto, o que impde desafios adicionais a solu¢do numérica da formulacéo
de otimizacéao na Eq. (25).

Para identificar as regibes degeneradas do espaco de projeto viavel, é importante
lembrar que as restricdes de tensdo g, e g5, conforme definidas na Eq. (25), s6 sdo aplicaveis
quando p, > 0 e p; > 0, respectivamente. Consequentemente, se p, = 0, a restricdo g,
perde seu significado, e 0 mesmo ocorre com g3 se p; = 0, levando as regites degeneradas
nos eixos p, e p; da Figura 7.

Estes resultados obtidos, representados na Figura 7, foram similares aos encontrados no
Senhora et al. (2020).

Constraint g3
Constraint g2
Objective Function
Feasible Region

Global Optima

09

08+

07F h \

04 \

\

0 1 Il 1 1 Il -»
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

rho(3)

Figura 7: Espaco de projeto viadvel. Verifica-se que os 6timos globais se encontram em regides
degeneradas, desconectadas da regido viavel restante.

A tecnica de abordagem da e-relaxacdo € comumente adotada para otimizacdo
topoldgica baseada em densidade com restrigdes de tensdo. Com a relaxagéo, a restricdo de

tensdo é expressa conforme a Eq. (26).

Oe

&
—1-—=<0 , (26)

(p) =
Selp Oadm Pe
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onde ¢ representa o parametro de relaxagéo e deve ser maior que zero (¢ > 0, com um maior
€ representando maior relaxacdo). A metodologia da e-relaxagdo expande o espago de projeto
viavel, aumentando a dimensionalidade das regides degeneradas. Além de alterar as restricdes
de tensdo conforme a equacdo acima, a abordagem da e-relaxagdo também exige uma
modificacdo nos limites inferiores das variaveis de densidade, estabelecendo que p, > 2. Essa
condicdo é imposta para assegurar a convergéncia do método e-relaxagdo (Cheng; Guo, 1997;
Petersson, 2001).

Portanto, no caso da resolucédo de problemas de otimizacao topoldgica com restrigdes
de tensdo utilizando a abordagem da e-relaxacdo, é aconselhavel iniciar com um valor
relativamente alto de . Apds obter uma solucéo inicial, deve-se resolver o problema novamente
com um valor reduzido de &, utilizando a solucdo anterior como uma estimativa inicial. Este
procedimento deve ser repetido até que se alcance um valor suficientemente pequeno de e.
Conforme indicado por Cheng e Guo (1997), a sequéncia de solugdes obtidas para valores
decrescentes de ¢ converge para pontos 6timos do problema de otimizacdo com restricdes de
tensdo. Ou seja, este parametro € utilizado para suavizar as restricdes de tensdo, tornando-as
mais manejaveis computacionalmente.

Com as restricOes relaxadas g2 e g2, obtidas usando a Eq. (26), pode-se obter a regido
viavel mostrada na Figura 8 para € = 0,3. Nota-se que 0 espaco viavel é expandido e as regides
degeneradas desaparecem, neste caso.

Estes resultados obtidos, representados na Figura 8, foram similares aos encontrados no
Senhora et al. (2020).
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Figura 8: RestricBes relaxadas para o problema quadrado diagonal. As restricdes g2 e g3
correspondem a e-relaxacdo de g, e g3, respectivamente, usando € = 0,3.

O parametro de relaxacdo ¢ é utilizado na otimizacdo topoldgica para suavizar as
restricdes de tensdo. Este parametro é crucial para evitar problemas de convergéncia e assegurar
que as tensdes de von Mises nos elementos ndo ultrapassem os limites admissiveis em solucdes
finais, ainda assim permitindo uma solugdo mais flexivel e manejavel. A variacdo deste
parametro €, em geral, dada como segue:

1. Inicializacdo: ¢ € inicialmente definido como 0,3. Esse valor inicial é relativamente alto
para permitir uma maior flexibilidade nas primeiras iteracdes da otimizacao;

2. Ajuste iterativo: Apos cada iteracdo, € é gradualmente reduzido em 0,1, tornando as
restricdes mais rigidas progressivamente até que se atinja o valor minimo de & =0,001.

Em cada iteracdo, € € monitorado usando a fungdo max(0,001, €). Isso garante que ¢

ndo caia abaixo de 0,001, evitando restrigcdes excessivamente rigidas que poderiam

dificultar a convergéncia;

3. Uso em otimizacgdo: O valor de ¢ também é utilizado para definir os limites inferiores
das variaveis de densidade durante a solugdo de otimizacdo. O limite inferior é ajustado
para &2, garantindo que as densidades n&o sejam reduzidas a zero absoluto, o que poderia

causar problemas numéricos; e
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4. Penalizacdo: ¢ também influencia a penalizagdo aplicada as restri¢fes de tensédo, g.. A
penalizacéo é calculada com base na relagdo entre a tensdo de von Mises calculada e a
tensdo admissivel, ajustada pelo valor de &, conforme previamente apresentado na Eq.
(26).

O filtro de densidades ¢ um artificio matematico no qual a densidade fisica de um
elemento se torna uma funcgéo das variaveis de projeto de densidade de um grupo de elementos
vizinhos alcangados por um raio de influéncia estipulado. E amplamente utilizado para evitar
problemas numéricos e obter solu¢es mais realistas. Esta abordagem suaviza a distribuicdo de
densidades entre os elementos de uma certa regido, evitando a formacéo de padrdes indesejados
como os tabuleiros de xadrez. E uma técnica de regularizacdo que permite remover a
dependéncia da malha, conforme Figura 10. Segundo Bruns e Tortorelli (2001), a densidade

filtrada g, € calculada conforme a Eq. (27):

5 = LjeN, Hejp; 27)
¢ ZjeNe Hej ’

onde N, € o conjunto de elementos vizinhos ao elemento e e He; € uma fungéo de ponderagao
que depende da distancia entre os elementos e e j. A expressao utilizada para calcular He; € dada

pela Eq. (28):
Hej = max(0, rpi, — dist(e, j)) . (28)

Nesta equacdo, 0 1,,;, representa o raio de influéncia e dist(e,j) a distancia entre os
centroides dos elementos e e j, sendo e o elemento central e j os elementos alcangados pelo
I'min, COMO pode ser visualizado na Figura 9. A aplicacdo deste filtro € essencial para garantir
a viabilidade e a eficacia das solucGes obtidas na otimizacao topoldgica, prevenindo a criacdo
de elementos excessivamente pequenos ou “ilhas" de material que sdo impraticaveis do ponto

de vista de fabricacéo.
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Figura 9: Area de atuacdo do raio minimo (r,,;,,) em relacio ao elemento 13. Os elementos
vizinhos contidos nesta regido irdo influenciar densidade do elemento 13.

A Figura 10 representa a atuagéo do filtro de densidades.

Sem atuacdo do filtro

I'min = 1,0

I'min = 1,2

I'min = 1,5

=22

Fmin

= 3,0

min

0 5

10

5

10 0 5 10

Figura 10: Atuacdo do raio de influéncia do filtro nas densidades de um modelo com diversos

elementos.
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Para favorecer que as densidades p, convirjam para valores binarios (0 ou 1), aplica-se
uma penalizagdo nas densidades na funcdo objetivo de massa. A técnica de penalizacéo é
essencial na otimizacao topoldgica, pois evita solu¢fes com densidades intermediarias que ndo
sdo fisicamente realizaveis. A penalizacdo € implementada por meio de uma funcéo que ajusta
as densidades intermediarias, para facilitar a obtencé@o de solugdes com densidades 0 ou 1.

Existem diversas formulacGes de penalizacdo de densidades intermediarias para facilitar
a obtencéo de solucdes em preto e branco (0/1) (Pereira et al. 2004; Navarrina et al. 2005; Paris
et al. 2009; Lee et al. 2012). No presente estudo, usamos a funcdo de densidade mostrada na
Eq. (29), na qual a densidade penalizada do elemento e, ., é definida em termos da projecéo
de Heaviside suave (Guest et al. 2004; Sigmund, 2007).

Pe=1- eFre 4 Pe e F (29)

onde:
e p. €adensidade penalizada;
e p, €adensidade filtrada; e

e S é 0 pardmetro de penalizacdo, sendo g > 0.

O parametro f# controla o nivel da penalizacdo. Valores maiores de £ aumentam a
penalizacao das densidades intermediarias, forcando a convergéncia para valores binarios mais
rapidamente. Este parametro deve ser escolhido cuidadosamente para equilibrar a precisdo da
solugdo e estabilidade do algoritmo. Portanto, quanto maior o valor de g, mais 0S P,

intermediéarios se distanciam do valor original p,, conforme Figura 11.

Beta O
Beta 1
Beta 2
0,7 Beta 3
0,6 Beta 4

e Beta 5
0,5

0,4
0,3
0,2
0,1

0,9
0,8

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Pe

Figura 11: Grafico de evolucdo da penalizagao.
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A literatura sobre otimizacdo topoldgica frequentemente discute a importancia da
penalizagdo para assegurar a viabilidade das solugdes obtidas. Bendsge e Sigmund (2003)
enfatizam que, sem a aplicacdo de técnicas de penalizacdo, as solucdes de otimizacdo podem
incluir uma grande proporcéo de elementos com densidades intermedidrias, o que néo € pratico
para a fabricagdo, e ndo proporciona a rigidez estrutural necessaria. A penalizacdo, portanto,
ndo so facilita a obtencdo de solugbes binarias, mas também contribui para a obtencdo de

estruturas otimizadas funcionais.
3.2.3 Implementacéo e solu¢do computacional

O método do Lagrangiano Aumentado (LA) foi escolhido neste trabalho por conta de
contemplar uma formulacdo que incorpora restricdes na funcédo objetivo de maneira eficiente,
com termos de penalidade que sdo regulados por estimativas de multiplicadores de Lagrange.
Isto permite convergéncia para pontos de 6timo que respeitam as restricdes de maneira exata.

O LA é uma evolucdo do método de penalidade exterior quadratica, sustentado por um
robusto embasamento matematico (Bertsekas 1996, 2016; Nocedal; Wright, 2006). No método
LA, a solucdo de um problema de otimizacdo com restricdes é alcancada resolvendo uma série
de problemas que incorporam as restricdes numa funcdo objetivo adaptada, e que deve
convergir para a solucdo do problema de otimizacao original.

A formulacdo da funcdo objetivo por Lagrangiano Aumentado € uma técnica consagrada
para solucdo de problemas de otimizacdo, e que comeca a ser mais difundida na otimizacao
topoldgica com restricdes de tensdo. O LA tem sido usado com sucesso em problemas de
otimizacdo de topologia com muitas restricdes, inclusive.

A funcdo objetivo de massa total de uma estrutura, com incorporacdo de restricdes

segundo Lagrangiano Aumentado é expressa pela Eq. (30):

n n n
L= Zﬁeve+ZAehe+zghez . (30)
e=1 e=1 e=1

Esta é uma funcéo objetivo, onde:
e p. € adensidade penalizada do elemento e;

e V. éo0volume do elemento e;
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e N éondamero total de elementos;

e A €0 multiplicador de Lagrange associados a cada restri¢do de tenséo, Eq. (32);

e u €0 pardmetro de penalizacdo das restri¢oes de tensdo (que caracteriza o Método do
Lagrangiano Aumentado), Eq. (33); e

e h, € apenalidade calculada para cada elemento, que € expressa como:

he = max (ge(), - %) (31)

Para a Eg. (30), tanto os multiplicadores de Lagrange /18‘) quanto o termo de penalidade
n®, sdo atualizados a cada passo k usando as Egs. (32) e (33), respectivamente. O valor inicial

de A, foi considerado igual a 1, e o de i igual a 10, nas analises realizadas. A funcdo L é similar
. e~ . 2

ao Lagrangiano do problema com restri¢fes, mas difere pelos termos %he , estes termos que

justificam o nome “Lagrangiano Aumentado”. A presenca dos termos Agk) na funcéo LA reduz

a possibilidade de mau condicionamento associado aos métodos de penalidade quadratica
(Nocedal; Wright, 2006).

A8 = 209 4 0R® ve = 1,...,N. (32)
'u(k+1) =qa ,u(k) , (33)

onde:
e N, € 0 numero de restri¢oes; e

e « éuma constante, onde a > 1.

Utilizando a Eq. (31), as restricGes de desigualdade g.(p) < 0 da Eq. (26) podem ser
substituidas por restrigdes de igualdade equivalentes na Eq. (30).
Os termos da funcéo objetivo na Eq. (30) sdo dados por:
1. Massa total: O primeiro termo Y.2_, g. V. representa a massa total da estrutura, onde a
densidade p, € multiplicada pelo volume;
2. Termo de penalizacdo linear: O segundo termo ».2_,A.h, € responsavel por
incorporar as restri¢cdes de tensdo na fungdo objetivo. Este termo é equivalente ao termo

da funcdo Lagrangiana associado a restricdio do problema de otimizagdo. Os
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multiplicadores de Lagrange A, ajustam a penalizacdo aplicada com base na diferenca
entre a tensdo de von Mises calculada ¢, e a tensdo admissivel o,4,; €

3. Termo de penalizacdo quadrética: O terceiro termo Y"_,%h,? adiciona uma
2

penalizacdo quadratica, que suaviza a penalizacdo. Este termo se assemelha a
penalizacdo exterior quadratica, e garante uma convergéncia mais estavel do algoritmo

de otimizacao.

Em otimizacdo topologica com restrigdes de tensdo, o fator de ponderacao adaptativo y,
como na Eq. (34), tem se demonstrado bastante eficiente. Seu uso traz melhores resultados
quando aplicado na funcdo objetivo, ajudando a distribuir melhor o material dentro de um
dominio de projeto, e colaborando com a minimizacdo da funcdo objetivo. Ele auxilia na
aproximacdo da solucdo do problema para valores proximos dos binarios 1 e 0, além de ajudar
a superar os 6timos locais. Ela ¢ utilizada para minimizacdo de massa com restri¢des locais de
tenséo, modificando apenas a fungdo massa.

Segundo Senhora et al. (2020), baseado no efeito desses fatores na funcdo LA, Eq. (34),
verifica-se que quando o5, > 0.4m, 0 cOmportamento da funcdo LA tende a ser dominado pelo
termo de penalizacdo, e quando o5y, < 0aqm, O COMportamento tende a ser dominado pelo
termo da funcédo objetivo. Para aumentar a relevancia do termo de penalizacdo quando o, >
O.dm, Feduz-se o valor de y,, que afeta apenas o volume do elemento e. Da mesma forma, para
aumentar a relevancia do termo da funcéo objetivo quando o, < d.4m, aUmMenta-se o valor de
Y. para aquele elemento.

Em vista do exposto, a funcdo objetivo de Lagrangiano Aumentado utilizada neste
trabalho € dada pela Eq. (34):

n n
_ !
L= ) Vefehet+n ) [Ache+5h.7| (34)
e=1 e=1

onde:
e P €adensidade penalizada do elemento e;
e A éaareadoelemento e;
o téaespessura constante dos elementos;
e N &0 numero total de elementos;

e 1 éo fator de escala descrito na Eq. (36);
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e Ao € uséo, respectivamente, os multiplicadores de Lagrange e o parametro de
penalizacgdo utilizados para impor as restricoes de tenséo; e
e Y. €um fator de controle que ajusta a penalidade associada & densidade pg., (Senhora

et al., 2020). A atualizacdo dos parametros ye(k“) é feita pela seguinte expressdo:

k
(k+1) _ max (alye( ) + by, VL) S€ Oym > Oadm

e

, (35)
. k
min (azye( ) + bz» VU) s€ O-\?m < Oadm

onde yy, e yy sdo os limites inferior e superior de y,, respectivamente. Os parametros a;, a,,
b, e b, sdo obtidos empiricamente, sendo que a Unica exigéncia é que y, diminua caso o&,, >
O.4m, OU aumente, caso contrério. Enfatiza-se que o fator de ponderacdo adaptativo, y., €
atualizado a cada passo k. Se estes requisitos forem atendidos, os resultados da otimizacao séo
relativamente insensiveis a escolha das constantes numéricas na Eq. (35). Aqui foram utilizados
0s seguintes valores: a; = 0,7,a, = 2,5,b; = —0,1,b, =0,5,y, = 0eyy = 4.

No cédigo MATLAB desenvolvido, y é atualizado em cada iteracdo do processo de
otimizacdo com base nas tensdes de von Mises calculadas. Isso garante que a fungédo objetivo
penalize adequadamente elementos que ndo atendem as restri¢cdes de tensdo, promovendo uma
distribuicdo de material mais adequada, obtendo resultados mais robustos e eficientes no
processo de otimizagéo.

A busca de uma solucdo viavel utilizando o método LA depende da proporc¢édo entre a
funcdo objetivo e o termo de penalidade da funcdo LA. A magnitude do termo de penalidade é
dependente do nimero de restricdes. Na otimizagdo topolégica com restrigdes locais de tensdo,
0 numero de restricGes aumenta quando a malha é refinada e diminui quando a malha é grosseira
(Senhora et al., 2020).

Para preservar a proporcao objetivo-penalidade na fungdo LA, conforme a malha seja
refinada ou grosseira, o termo de penalidade sera multiplicado por um fator de escala 7,

conforme mostrado na Eq. (34), que € dado pela Eq. (36):

1
- 36
n N (36)
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onde N, é o nimero de restricbes. Sendo assim, o fator de escala n auxilia na obtencdo de

resultados de otimizacéo viaveis.

O otimizador fmincon?, disponivel no MATLAB, se mostrou uma ferramenta poderosa
para resolver problemas de programacdo ndo linear com restricdes. Este otimizador utiliza
diversos algoritmos para encontrar solugdes 6timas, incluindo o SQP, regido de confianca e
métodos de pontos interiores. Na formulacéo proposta, o fmincon € empregado para ajustar as
densidades dos elementos de forma a minimizar a massa total da estrutura enquanto se mantém
as restricdes de tensdo dentro dos limites admissiveis.

O fmincon resolve problemas de otimizacdo na forma padrdo, conforme apresentando
na Eq. (22). Na formulagdo proposta para a otimizacao topoldgica, a funcéo objetivo minimiza
a massa total da estrutura, conforme detalhado na Eq. (34) e a restricdo inclui o limite de
densidade dos elementos (entre 0 e 1).

O Apéndice C apresenta os codigos desenvolvidos para a implementacao do fmincon no
MATLAB, bem como para a realizagdo da otimizacdo topoldgica em um modelo retangular

com dimensdes 4x2, composto por oito elementos quadrados de quatro nés.

! fmincon - é uma funcdo do MATLAB usada para resolver problemas de otimizacdo ndo linear restrita. Ele faz
parte do pacote de otimizacdo do MATLAB, chamado Optimization Toolbox, e esta integrado diretamente na
plataforma MATLAB. A funcdo fmincon é projetada para encontrar o minimo de uma fun¢éo objetivo que pode
estar sujeita a restri¢des de igualdade, desigualdade, limites nas variaveis e restricdes ndo lineares.
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3.3 Fluxograma do cddigo de otimizagéo topoldgica

Inicio

Defini¢es do modelo (dimensdes e
auantidade e elementos)

v

Definigao das propriedades do material
(E| Vv, Uadm)
* Loop de Otimizacéo

Defini¢do dos parametros iniciais: f, e,
Py A€ U, Tmin, & P

¢ Execugéo do fmincon [
Geracdo de Malha i
Definicdo das Condicdes de Contorno e Filtro de Densidades

Aplicacéo de Forcas

Penalizacéo de Densidades
Intermediérias

Configuragéo da Otimizagao (fmincon,

SQP) Calculo das Tensdes de von
Mises em cada elemento

¥ J

Loop de Otimizagao

Célculo da matriz de rigidez

A

A 4

i Célculo da Funcéo Objetivo

Calculo das Tensdes de von Mises em
cada elemento

!

Atualizagao do Parametro de Relaxagao
(¢) e Penalizaco (1. e u)

Atingiu o
critério do
fmincon?

Atingiu o critério de
ntmero de loops
pré-definidos?

nao

Célculo e Exibicéo dos Resultados Finais

Fim

Figura 12: Fluxograma da rotina de otimizacao topoldgica desenvolvida. O fluxograma a direita
é a rotina principal e a esquerda a loop de otimizacdo.
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A Figura 12 apresenta o fluxograma da rotina de otimizacdo de topologia presente no

codigo desenvolvido, sendo executado da seguinte forma:

Inicio: O programa inicia com a limpeza das variaveis, caso tenha informacédo
armazenada previamente.
Definicdes do modelo (dimensdes e quantidade de elementos): Nesta etapa, define-
se a geometria do problema, incluindo as dimensdes da estrutura (comprimento e
largura) e 0 nimero de elementos finitos nas direcdes x e y. Realizando a discretizacao
do dominio fisico, permitindo a formulagdo do modelo de elementos finitos.
Definicdo das propriedades do material (E, v,0,qm): S80 estabelecidos os
parametros mecanicos do material, como o médulo de elasticidade (E), o coeficiente de
Poisson (v) e a tensdo limite admissivel (g,4m). Definindo assim, o comportamento
elastico do material.
Definicdo dos parametros iniciais (8, e, p, 4, 4, "min, & P): S&0 atribuidos valores
iniciais as variaveis de projeto, como densidades dos elementos (p), multiplicadores de
Lagrange (1), parametro de penalizacéo (55), parametro de relaxacao (¢) e coeficiente de
penalizagéo (u).
Geracdo da malha: A estrutura sera discretizada em elementos finitos, através da
criacdo de uma malha de nds e elementos. A conectividade entre 0s nds é definida.
Definicdo das condicGes de contorno e aplicacdo de forcas: S&o especificadas as
condicOes de contorno, identificando os nds que serdo fixados. Além disso, as forgas
externas sdo aplicadas nos nos definidos.
Célculo da matriz de rigidez: Nesta etapa, a matriz de rigidez é calculada.
Configuracao da otimizacao (fmincon, SQP): Configura-se o problema de otimizacéo
por meio da funcdo fmincon do MATLAB, utilizando o algoritmo SQP. Essa
configuracdo determina como o problema sera resolvido numericamente.
Loop de otimizacdo: A fase de otimizagdo é conduzida iterativamente, buscando
minimizar a funcdo objetivo (massa total) e ajustar as variaveis de projeto (densidades
p) até que o critério de convergéncia seja atingido. Este loop é composto por varias
subetapas:

o Definicdo dos limites de tensdo: S&o estabelecidos limites para as tensdes

admissiveis em cada elemento, conforme o critério de von Mises, de modo a

garantir que a estrutura final ndo falhe por excesso de tensao.
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o Execucdo do fmincon: O solver fmincon é executado em cada iteracdo para
encontrar as densidades 6timas que minimizam a funcdo objetivo, respeitando
as restricdes impostas.

o Filtro de densidades: E aplicado o filtro de densidades para suavizar a
distribuicdo de densidades entre os elementos de uma certa regiéo.

o Penalizacdo de densidades intermediarias: E aplicado esta penalizacdo para
incentivar que as solucgdes convirjam para valores binarios (0 ou 1).

o Célculo das tensdes de von Mises: As tensdes de von Mises sdo calculadas para
todos os elementos, verificando se os limites estabelecidos sé&o respeitados.

o Célculo da funcéo objetivo: A funcdo objetivo € recalculada ap6s cada iteracao
para verificar o progresso da otimizacao.

o Critério de parada: Verifica-se se o critério de convergéncia do fmincon foi
atendido. Caso contrario, 0 processo de otimiza¢do continua com uma nova
iteracao.

o Calculo das tensGes de von Mises: Apos a conclusdo do loop de otimizagdo, as tensdes
de von Mises séo calculadas para todos os elementos utilizando as densidades
otimizadas. Isso permite avaliar a integridade estrutural da solucdo obtida.

o Atualizacdo do parédmetro de relaxagéo (¢) e penalizacéo (4 e u): Durante o loop de
otimizacdo, os parametros de relaxacdo e penalizacdo sdo atualizados conforme o
progresso da solucdo, garantindo que as penalizagbes sejam aplicadas corretamente e
que o problema convirja para uma solucédo factivel.

e Voltar ao inicio do loop (se necessario): O algoritmo retorna ao inicio do loop,
repetindo o processo de otimizacdo conforme pré-definido.

e Calculo e exibicdo dos resultados finais: Ao final do processo de otimizacdo, sao
obtidos os resultados, das densidades otimizadas dos elementos, as tensées de von Mises
e a massa final da estrutura.

o Fim: O processo de otimizagdo se encerra, apresentando a estrutura otimizada.

3.4 Algoritmo SQP

No método SQP, o problema de otimizacéo original é tratado como uma sequéncia de

subproblemas de programacao quadratica que sao resolvidos iterativamente. Cada subproblema
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aproxima a funcdo objetivo e as restricdes do problema original utilizando uma expanséo em
série de Taylor de segunda ordem.

Para o Lagrangiano Aumentado utilizado neste trabalho, a funcdo Lagrangiana é
modificada para incluir um termo de penalizacéo das restri¢coes de igualdade. Contudo, para o
caso de um problema de otimizagdo mais geral, com restricdes de igualdade e desigualdade, a
formulacdo € dada pela Eq. (37):

m p p
Lx,4,v) = f(x) + Z Vi (%) + Z Aihi (%) + %Z hi(x)? @37)
i=1 i=1 i=1

onde:
o f(x) é afuncéo objetivo;
e (;j(x) < 0sdo as restricdes de desigualdade;
« hj(x) = 0 sdo as restri¢des de igualdade;
e v; €4 sdo, respectivamente, os multiplicadores de Lagrange para as restrigdes de
desigualdade e igualdade; e

e u é 0 parametro de penalizacéo.

O processo iterativo do SQP pode ser descrito pelas seguintes etapas:

1. Inicializagdo: Defini¢do de um ponto inicial x,, célculo das fungdes objetivo e
restricdes no ponto inicial;

2. Formulacdo do subproblema quadratico: Em cada iteracdo k, o SQP resolve um

subproblema de programacdo quadratica da forma:

min 1
d 2
sujeito a: (38)?
{ Aid < by
Aeqyd = beqy

dTH,d + gld

2 A Eq.(38) apresenta uma formulacdo de subproblema aproximado mais geral para o SQP, incluindo também
aproximagdes lineares para as restri¢des. Na formulagdo utilizada neste trabalho, as restricdes sdo incluidas na
funcéo objetivo, através da método de Lagrangiano Aumentado. Sendo assim, o SQP utilizado neste trabalho ndo
aproxima as restricoes.



3.

4.

56

onde:

o Hy é amatriz Hessiana do Lagrangiano no ponto xy;

e gy €0 vetor gradiente da funcdo objetivo no ponto xy;

e Ay e by sdo as matrizes e vetores de restricoes de desigualdade lineares; e

e Aeqy e beqy séo as matrizes e vetores de restricbes de igualdade lineares

(Nocedal; Wright, 2006).

Resolugdo do subproblema quadratico: O subproblema quadrético € resolvido para
obter o vetor de busca dy;
Atualizacdo do ponto de solucdo: O ponto de solucdo é atualizado utilizando dy,

conforme Eq. (39):

Xg+1 = Xg + adye (39)

onde a;, € o comprimento do passo, determinado por um método de busca linear;
Atualizacdo dos Multiplicadores de Lagrange: Os multiplicadores de Lagrange sao

atualizados com base nas novas aproximag0es das restrigdes, conforme Eq. (40):

Aiker = Aix + uhi(Xi41)
(40)

Vik+1 = Vik T 1 hi(Xg41)

Verificagdo de convergéncia: Verifica-se se as condi¢des de parada sdo satisfeitas. Se

ndo forem, o algoritmo retorna a etapa 2 e itera novamente.
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4 Resultados e discussao

Neste capitulo, o foco da primeira parte € validar o cddigo desenvolvido para o célculo
de elementos finitos, utilizando um software comercial (ANSYS) em um modelo de 4x2
elementos, comparando o0s resultados obtidos, para validagdo do calculo numérico
desenvolvido. Em seguida, utilizando o mesmo modelo, sdo apresentados os resultados obtidos
para cada recurso aplicado com intuito de melhorar o cédigo de otimizacdo, assim como a
evolucdo de cada parametro utilizado no cédigo completo. Depois, em um modelo de 2x2
elementos (problema quadrado diagonal), sera apresentado o mapeamento da evolucdo dos
parametros de otimizacdo, detalhando os resultados dentro de cada loop de otimizacdo. Por
final, serdo mostrados os resultados obtidos a partir da aplicacdo do codigo desenvolvido em
alguns casos classicos, como o problema do projeto 6timo de duas barras, o MBB e cantilever
(viga engastada-livre). Nestes resultados, foram estudadas as variagfes de alguns dos
parametros principais: raio minimo do filtro de densidades (rp;,), forca aplicada, valor de
penalidade de densidade (f) e limite de tensdo de falha, para analise do comportamento do
codigo. O fator de ponderacdo adaptativo y se ajusta de forma automaética, favorecendo a
convergéncia dos resultados. A seguir, discute-se 0 impacto dessas variagdes nos resultados
obtidos, considerando massa final, porcentagem de reducdo de massa, tensdes resultantes e em
alguns casos flexibilidade média. Cada secdo apresenta uma analise detalhada das variacdes,
seguida de concluses sobre os resultados.

Para as andlises a seguir, os resultados serdo apresentados em escalas de cores de

densidades artificiais de p, conforme Figura 13.

p=00 p=02 p=04 p=06 p=08 p=10

Figura 13: Escalas de cores de densidades artificiais de p.

A execucdo dos algoritmos deste trabalho foi realizada em uma méaquina com as

seguintes configuracdes: processador Intel Core i5-1135G7 (2,40 GHz), 20 GB de memoria
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RAM, unidade SSD de 500 GB, placa de video NVIDIA GeForce MX350 (2,0 GB) e sistema
operacional Windows 11 Home.

4.1 Validacdo do codigo de elementos finitos

Para validacdo do codigo de elementos finitos desenvolvido neste trabalho utilizando
MATLAB, foram realizadas analises de deslocamentos dos nés e de tensdo de von Mises nos

elementos, em um modelo similar utilizando o software ANSYS.

4.1.1 Modelos desenvolvidos e malha

Para este estudo sera utilizado um modelo adimensional de 4x2 elementos, conforme
Figuras 14 e 15, com massa total inicial de 8 (cada elemento possui massa equivalente a 1),
engastado nos nos da base (nés 1 a 5) e com uma carga concentrada de intensidade 1, aplicada
horizontalmente e a direita, no ponto médio da parte superior (né 13). Considera-se modulo de

elasticidade igual a 1 e coeficiente de Poisson igual a 0,3.

A Nos Fixos

25 —&»= Forga Aplicada

12 13y ' ¢
1.5 5 6 7 8

=

9 O 10

0.5 1 2 3 4
0.5 ? 1.5 ? 2.5 3.5 ? 4.5

Figura 14: Malha, numeracdo dos elementos e nds, carga e condi¢des de contorno do modelo
de elementos finitos.

Ja 0 modelo mostrado na Figura 14, foi desenvolvido utilizando o MATLAB, ja
contendo a malha, condi¢6es de contorno e forca externa aplicada, além das propriedades do

material.
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B: Static Structural
Static Structural
Time: 1, 5

. Fized Support

. Force: -1, M

..

0,000 1,000 (mrm)

0,500

Figura 15: Malha, condigdes de contorno e aplicacdo da for¢a no modelo.

O modelo acima, Figura 15, foi desenvolvido utilizando o software ANSYS
Workbench, mddulos SpaceClaim e Static Structure, j& contendo a malha, condicGes de
contorno e forca externa aplicada, além das propriedades do material. Este modelo é similar ao
modelo desenvolvido em MATLAB.

4.1.2 Analise numérica em elementos finitos

Foram realizadas duas analises para validacdo do modelo desenvolvido em MATLAB,
conforme abaixo:
e Comparacdo dos deslocamentos dos nos; e

e Comparacdo das tensdes de von Mises nos elementos.

Comparacéo dos deslocamentos dos nos

Sédo apresentados os resultados das analises de deslocamentos dos nds e ao final realiza-
se um comparativo, por meio das Figuras 16 e 17 e Tabela 1.

A Figura 16 apresenta os resultados da andlise de deslocamentos dos nés no modelo

gerado utilizando o codigo desenvolvido neste trabalho, em MATLAB, nas coordenadas X e y.
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25

(1.44, Oﬁjb (1.58, 0.283 (2.39, -0.00‘ (1.58, -0.285 (1.44, -O.B?b

1.5

P
(0.85, 0.5?5 (0.80, [}.22‘ (0.70, —U.[}O‘ (0.80, —0.22‘ (0.85, —0.55&

0.5

(0.00, O[B)b (0.00, 0.00‘ (0.00, 0.00‘ (0.00, 0.00‘ (0.00, 0.00&
0 1 2 3 4
X

Figura 16: Deslocamentos dos nos nas coordenadas (X,y). Modelo desenvolvido no MATLAB.

A Figura 17 apresenta os resultados da analise de deslocamentos dos nés no modelo
desenvolvido em ANSYS, para a coordenada X, Figura 17(a), e para a coordenada y, Figura
17(b).
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B: Static Structural

Directional Deformation

Type: Directional Deforrmation( Axis)
Unit:

Global Coordinate System

Tirme: 15

2,3852 Max
21202
1,8552
1,5901
1,3251
1,0601
0,79507
053005
026502 Mode 13

0 Min

B: Static Structural

Directional Deformation 2

Type: Directional Deforrnation(y Auis)
Unit: mrn

Global Coordinate Systern

Tirme: 13

0,66847 Max
051002
037137
022282
0074274
-0,074274
-0,22282
037137 %23255 4.018-017 022265 -0,55203
-0,51982 ode 1 Mode 8 Made 10 ol 15 /&
-0,66847 Min

Maode 11

066647

) 0,27612 ¥

Node 4 /§ Nade 3 iz?ﬁz; [ N -0.27612 -0,66847 '\
Mode 15

0. .
Mode §

..

0,000 2,000 ()

(b)

Figura 17: Deslocamentos dos nds nas coordenadas (X,y), na posi¢do deformada. (a):
deslocamentos em X, (b): deslocamentos em y. Modelo desenvolvido no ANSYS.

A Tabela 1 apresenta os deslocamentos e as diferencas obtidas nas direcdes x e y, entre
0 modelo desenvolvido em cédigo MATLAB e o modelo analisado utilizando o software
ANSYS. Esta diferenca é calculada conforme Eq. (41).

_ _ Deslocam. (ANSYS) — Deslocam. (MATLAB)
Diferenca relativa (%) = Deslocam. (ANSYS) x100 . (41)
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Analisando a Tabela 1, verifica-se que os valores das diferencas encontradas foram
minimos, tendo uma diferenca maxima de 0,003%, ou seja, a diferenca ocorreu na 5% casa

decimal apds a virgula dos resultados apresentados.

Tabela 1: Comparativo dos deslocamentos de cada no, entre o cddigo desenvolvido (MATLAB)
e 0 ANSYS.

Cadigo Desenvolvido ANSYS Diferenca
NG Deslocam. | Deslocam. | Deslocam. | Deslocam. | Diferenca | Diferenca
em X emy em X emy em X emy
1 0 0 0 0 0,000% 0,000%
2 0 0 0 0 0,000% 0,000%
3 0 0 0 0 0,000% 0,000%
4 0 0 0 0 0,000% 0,000%
5 0 0 0 0 0,000% 0,000%
6 0,845 0,553 0,845 0,553 0,000% 0,000%
7 0,803 0,223 0,803 0,223 0,000% 0,000%
8 0,702 0 0,702 0 0,001% 0,000%
9 0,803 -0,223 0,803 -0,223 0,000% 0,000%
10 0,845 -0,553 0,845 -0,553 0,000% 0,000%
11 1,439 0,669 1,439 0,669 0,001% 0,000%
12 1,575 0,276 1,575 0,276 0,003% 0,002%
13 2,385 0 2,385 0 0,000% 0,000%
14 1,575 -0,276 1,575 -0,276 0,003% -0,002%
15 1,439 -0,669 1,439 -0,669 0,001% 0,000%

Comparacdo das tensdes de von Mises nos elementos

Sé&o apresentados os resultados das analises de tensdes de von Mises nos elementos e ao

final realiza-se um comparativo, por meio das Figuras 18 e 19 e Tabela 2.

A Figura 18 apresenta os resultados da analise de tensdo de von Mises nos elementos
do modelo gerado utilizando o cédigo desenvolvido neste trabalho, em MATLAB, discretizado

por cores.
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Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento

0.7394
0.6134
0.4873
0.3613

ol ]
(0,579) (0,579) 02353

Figura 18: Tens&o de von Mises no centroide de cada elemento. Modelo desenvolvido no
MATLAB.

A Figura 19 apresentam os resultados da andlise de tensdo de von Mises nos elementos

do modelo gerado utilizando o ANSY'S, discretizado por cores.

B: Static Structural

Equivalent Stress

Type: Equivalent (von-hises) Stress (Elernental Mean) - Middle
Unit: MPa

Time: 15

0,7394 Max
06134
04373
0,3613
0,2352 Min

..

Figura 19: Tensdo de von Mises nos elementos (posi¢cdo deformada). Modelo desenvolvido no
ANSYS.

0,000 2,000 {mm}

1,000

A Tabela 2 apresenta a diferenga entre os resultados das tensdes de von Mises obtidos
para cada elemento, usando o modelo desenvolvido em codigo MATLAB e o modelo do

software ANSYS. Esta diferenca é calculada conforme Eq. (42).
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) . Tensdo (ANSYS) — Tensido (MATLAB)
Diferenca relativa (%) = Tensao (ANSYS) x 100 . (42)

Analisando a Tabela 2, verifica-se que os valores das diferencas encontradas foram
minimos, tendo uma diferenca maxima de 0,013%, ou seja, a diferenca ocorreu na 5% casa

decimal apds a virgula dos resultados apresentados.

Tabela 2: Comparativo de tenséo de von Mises em cada elementos, entre o codigo desenvolvido
(MATLAB) e 0 ANSYS.

Elemento Desi?l?/z)gl?/i do ANSYS | Diferenca
1 0,579 0,579 0,005%
2 0,443 0,443 0,011%
3 0,443 0,443 0,011%
4 0,579 0,579 0,005%
5 0,235 0,235 0,013%
6 0,739 0,739 0,005%
7 0,739 0,739 0,005%
8 0,235 0,235 0,013%

Apbs os comparativos, de deslocamentos dos nos e tensdo nos elementos, o cédigo
desenvolvido neste trabalho pode ser considerado valido, visto a paridade de resultados com o
software comercial ANSYS.

4.2 Problema 4x2

Nesta secdo, apresentam-se 0s primeiros resultados de otimizacdo topoldgica com
restri¢cOes de tensédo, utilizando-se 0 mesmo modelo plano da Secdo 4.1, de dimensdes 4x2. Com
este problema, € possivel verificar a evolucéo de resultados para cada recurso implementado no
codigo. Isto permite refinar a obtencdo de melhores resultados no problema, tanto em termos
de definicdo de variaveis de projeto (valores proximos de 0/1), quanto em relacéo as restricdes
de tenséo.

O problema de otimizacdo resolvido é o da Eg. (30), considerando 8 elementos finitos

conforme o caso estrutural desta secao.
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4.2.1 Primeiro teste com fmincon

Num primeiro teste com o fmincon, resolvendo o problema de otimizagédo de topologia
sem maiores artificios numericos e de modelagem de otimizacao, foram obtidos os resultados
conforme apresentados nas Figuras 20 e 21, assim como nas Tabelas 3 e 4. Para este problema,
a funcdo objetivo é similar a Eq. (30) e foram utilizados os valores de 4 = 1 e u = 10, que
serviram como parametros para a analise.

Com a implementacgédo do fmincon no codigo, todos os elementos do modelo tenderam
a tensdo igual a 1, conforme Figura 20 e Tabela 3. O fmincon distribuiu as densidades dos
elementos conforme Figura 21 e Tabela 4. Os resultados mostram que todos os elementos
ficaram com valores de tensdo igualados com a tensdo admissivel. Houve a otimizacdo da
estrutura, porém, ndo se conseguiu atingir resultados proximos a 0/1, para as densidades
relativas dos elementos (variaveis de projeto). Obteve-se uma reducdo de massa, alcangando
uma massa final de 3,892, uma reducéo de 51,346% em relacdo ao modelo inicial, onde todos

os elementos possuem densidade igual a 1.

Tensao de von Mises no centroide de cada elemento

2.5
>1
1
1.5 0.8
>
0.6
0.4
0.5
0.2
0 0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

X

N

-

Figura 20: Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento, ap6s implementacao do
fmincon.

Tabela 3: Tensao de von Mises em cada elemento.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Tensao de
von Mises

1 1 1 1 1 1 1 1
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Densidades Otimizadas dos Elementos

25

0 0.5 1 1.5 2.5 3 3.5 4 4.5
X

Figura 21: Densidades dos elementos apds otimizacao.

Tabela 4: Densidades dos elementos.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Densidades | 0,825 | 0,151 | 0,151 | 0,825 | 0,151 | 0,825 | 0,825 | 0,151

4.2.2 Implementacéo de loops

Nesta subsecdo, o problema foi resolvido com a incluséo de 4 loops de otimizacéo
baseados em fmincon. Estes loops séo ciclos fechados que tém o objetivo de otimizar a
topologia, respeitando critérios estabelecidos para ele. Em cada loop a topologia é otimizada
gradualmente, sendo assim, o loop se inicia a partir dos dados obtidos no anterior, ou seja, a
cada loop a estrutura fica mais préxima do 6timo. A adocéo de 4 loops foi suficiente para obter
resultados que minimizam a massa, respeitando a tensdo admissivel do material e com boa
resolucdo 0/1. Nesta etapa iniciara a utilizacdo dos multiplicadores de Lagrange A e o parametro
de penalizagdo u, detalhados nas Egs. (32) e (33). Foram obtidos os resultados conforme
apresentados nas Figuras 22 e 23 e nas Tabelas 5 e 6.

Com a implementagéo dos loops em torno do fmincon no codigo, todos os elementos do
modelo extrapolaram o limite de tensdo, conforme Figura 22 e Tabela 5. Os loops distribuiram
as densidades dos elementos conforme Figura 23 e Tabela 6. Os resultados mostram que, apos
a implementacéo dos loops, todos os elementos ficaram com tensé&o sutilmente acima da tensdo
admissivel. Houve a otimizacdo da estrutura, porém, ainda néo foi possivel se atingir resultados

proximos a 0/1 para as varidveis de projeto. Obteve-se uma reducéo de massa, alcangcando uma
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massa final de 3,856, o0 que equivale a uma reducdo de 51,799% em relacdo ao modelo inicial,

onde todos os elementos possuem densidade igual a 1.

Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento

25

>1

1

10.8
10.6

g 0.2

.0

0.4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

Figura 22: Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento, ap6s implementacao do loop.

Tabela 5: Tensdo de von Mises em cada elemento.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Tensdo de
von Mises

1,011 | 1,001 | 1,001 | 1,011 | 1,006 | 1,010 | 1,010 | 1,006

Densidades Otimizadas dos Elementos

4.5

Figura 23: Densidades dos elementos apds otimizacao.
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Tabela 6: Densidades dos elementos.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Densidades | 0,810 | 0,158 | 0,158 | 0,810 | 0,103 | 0,858 | 0,858 | 0,103

4.2.3 Implementacéo da relaxacéo (&)

Além dos multiplicadores de Lagrange A e o parametro de penalizacdo u, também foi
implementada a ¢-relaxacdo para cada loop de otimizacdo do fmincon, obtendo os resultados
conforme apresentados nas Figuras 24 e 25 e nas Tabelas 7 e 8. A estratégia de relaxagdo segue
detalhada na Eq. (26). Foram executados 4 loops, onde o parametro de relaxacdo para cada um
deles foi £ = 0,3, £ =0,2, € = 0,1 e por final £ =0,001, permanecendo constante dentro de cada
loop.

Com a implementacdo da ¢-relaxacdo para cada loop do cddigo, alguns elementos do
modelo extrapolaram o limite de tenséo, conforme Figura 24 e Tabela 7. A e-relaxacdo auxiliou
na distribuicdo de densidades dos elementos conforme Figura 25 e Tabela 8. Os resultados
mostram que, apds a implementacdo da e-relaxacao nos loops, alguns elementos pertencentes a
estrutura final ainda ficaram com tensdo acima da tensdo admissivel. Houve a otimizacdo da
estrutura, porém, ainda ndo conseguiu atingir resultados proximos a 0/1 para as variaveis de
projeto por completo. Conseguiu-se uma reducdo de massa, alcancando uma massa final de
4,957, uma reducdo de 38,036% em relacdo ao modelo inicial, onde todos os elementos

possuem densidade igual a 1.

Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento

2.5

>1

1

10.8

10.6

l 0.2
0

0.4

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Figura 24: Tens&o de von Mises no centroide de cada elemento, apds implementacéo da
relaxacéo.
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Tabela 7: Tensdo de von Mises em cada elemento.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Tensdode | oorl 1170 | 1471 | 0,964 | 1,008 | 0931 | 0,931 | 1.008
von Mises

- Densidades Otimizadas dos Elementos

0 0.5 1 1.5 2.5 3 3.5 4 4.5
X

Figura 25: Densidades dos elementos apds otimizacéo.

Tabela 8: Densidades dos elementos.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Densidades 1 0 0 1 0,479 1 1 0,479

4.2.4 Implementacéo da penalizacao de densidades (f) e fator de ponderacao

adaptativo (y)

Por fim, além dos pardmetros previamente descritos, foram implementadas a
penalizacdo de densidades intermediarias (), conforme especificado na Eq. (29), e o fator de
ponderacdo adaptativo (y), conforme detalhado na Eq. (35). Essa implementacéo resultou na
transformacéo da Eq. (30) para a Eq. (34), obtendo os resultados apresentados nas Figuras 26 e
27 e nas Tabelas 9 e 10.

Com a implementacdo da penalizacdo de densidades intermediarias () e o fator de
ponderacdo adaptativo (y) no codigo, alguns elementos do modelo extrapolaram o limite de
tensdo, conforme Figura 26 e Tabela 9. A penalizacdo de densidades intermediérias (5) e o fator
de ponderacéo adaptativo (y) auxiliaram na distribuicdo de densidades dos elementos conforme

Figura 27 e Tabela 10. Os resultados mostram que, apo6s a implementacdo da penalizagéo de
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densidades intermediarias (f) e o fator de ponderagdo adaptativo (y), assim como os artificios
anteriormente descritos, todos os elementos pertencentes a estrutura final ficaram com tensao
dentro do limite admissivel. Houve a otimizacdo da estrutura, atingindo resultados de 0/1 por
completo, para as densidades relativas (varidveis de projeto). Conseguiu-se uma reducao de
massa, alcancando uma massa final de 4, uma reducdo de 50% em relacdo ao modelo inicial,

onde todos os elementos possuem densidade igual a 1.

Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento

25
1.5 .
>
0.5
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
X

N

-

0

Figura 26: Tensdo de von Mises no centroide de cada elemento, apds implementacdo de S e y.

Tabela 9: Tensdo de von Mises em cada elemento.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Tensao de
von Mises

0,978 | 1,058 | 1,058 | 0,978 | 1,430 | 0,978 | 0,978 | 1,430
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Densidades Otimizadas dos Elementos

251

0 0.5 1 1.5 2.5 3 3.5 4 4.5
X

Figura 27: Densidades dos elementos apds otimizacao.

Tabela 10: Densidades dos elementos.

Elemento 1 2 3 4 5 6 7 8
Densidades 1 0 0 1 0 1 1 0

Evolucédo de resultados

A Figura 28 e a Tabela 11 apresentam a evolucéo das densidades dos elementos em cada
loop.

Evolugao das Densidades dos Elementos 4.6 7
Blem.: L=

o
®
T

=——©— Elemento 1
==f— Elemento 2
Elemento 3
==& Elemento 4
Elemento 5
Elemento 6

=—lhe— Elemento 7
=% Elemento 8

Densidade dos Elementos

\d Elem.: 2, 3,5, 8
0 ! w v e
1 1.5 2 25 3 35
lteragao

o d

Figura 28: Evolucéo das densidades dos elementos, p.



Tabela 11: Evolucéo das densidades dos elementos.
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Densidades | Elem. 1 | Elem. 2 | Elem. 3 | Elem. 4 | Elem. 5 | Elem. 6 | Elem. 7 | Elem. 8
Loop 1
03 1 1 1 1 1 1 1 1
Loop 2
(202) | 0.948 | 0040 | 0040 | 0948 | 0,040 | 0,948 | 0948 | 0,040
'('g‘l%pl‘q; 0872 | 0,010 | 0010 | 0,872 | 0,010 | 0872 | 0,872 | 0,010
Loop 4
=000 | 1 0 0 1 0 1 1 0

A Figura 29 apresentam a evolugdo da massa da estrutura em cada loop.

Evolugao da Massa da Estrutura por lteragao

Massa Total da Estrutura
b o o
o [&)] [$)] [} [6,]

ES
T
A4

a5 | | | |
1 1.5 2 25 3 35 4
lteragao

Figura 29: Evolucdo da massa da estrutura

A Figura 30 e a Tabela 12 apresentam a evolucdo das tensdes de von Mises dos

elementos em cada loop.
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15

Tensdo de von Mises

05

Evolucdo das tensGes von Mises para cada elemento

=== Elemento 1
==j=—= Elemento 2

Elemento 3
= Elemento 4

w)— Elemento 5

Elemento 6

——de— Elemento 7

=~ Elemento 8

1.5

25
lteragao

3.5

Figura 30: Evolucdo das tensdes de von Mises de cada elemento.

Tabela 12: Evolucdo das Tens6es de von Mises nos elementos.

Tensao_ de Elem. 1 | Elem. 2 | Elem. 3| Elem. 4 | Elem. 5 | Elem. 6 | Elem. 7 | Elem. 8
von Mises
Loop 1
(03 | 0579 | 0443 | 0443 | 0579 | 0235 | 0739 | 0739 | 0,235
'(j;%pzz) 1213 | 1313 | 1313 | 1213 | 1,775 | 1213 | 1,213 | 1,775
(Lgoz%pf) 1694 | 1,834 | 1,834 | 1.694 | 2,479 | 1694 | 1,694 | 2.479
Loop 4
- 0978 | 1,058 | 1,058 | 0978 | 1.430 | 0978 | 0,978 | 1.430
(¢=0,001)
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A Figura 31 e a Tabela 13 apresentam a minimizacao da funcéo objetivo em cada loop.

05

Evolugao da Fungao Objetivo

04G

03

02

01

Valor da Funcao Objetivo

0.1

-02

——

L
1.5

L
25
lteragao

3.5

Figura 31: Evolucéo da funcdo objetivo.
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Tabela 13: Evolucéo dos valores da funcéo objetivo.

Funcéo Objetivo
Loop 1 0,400
Loop 2 0,395
Loop 3 0,400
Loop 4 -0,190

A Figura 32 e a Tabela 14 apresentam a evolucdo dos valores dos multiplicadores de

Lagrange 4 , em cada loop.

Evolugdo de )\ para cada Elemento

==& Elemento 1
6 === Elemento 2
Elemento 3
~4 ==& Elemento 4
=)= Elemento 5
Elemento 6
2 il Elemento 7
= Elemento 8

. ‘ ‘ ‘/ Elem.: 2, 3, 5,8v

1 15 2 25 3 35 4

Iteragdo

Figura 32: Evolucédo dos Multiplicadores de Lagrange, A.

Tabela 14: Evolucdo dos valores dos Multiplicadores de Lagrange, A.

A Elem.1 | Elem.2 | Elem. 3 | Elem. 4 | Elem.5 | Elem. 6 | Elem. 7 | Elem. 8
Loop 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Loop 2 0 0 0 0 0 0 0 0
Loop 3 0,020 0 0 0,020 0 0,020 | 0,020 0
Loop 4 6,409 0 0 6,409 0 6,409 | 6,409 0

A Figura 33 e Tabela 15 apresentam a evolugdo do parametro de penalizacéo x, em cada

loop.

Evolucéo de x

15 2 25 3 35 4
lteragao

Figura 33: Evolucédo do parametro de penalizagéo, .
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Tabela 15: Evolugédo do valore do parametro de penalizagao, u.

U
Loop 1 10

Loop2 | 10,500
Loop3 | 11,025
Loop4 | 11,576

Constata-se que, com a utilizacdo combinada de todos esses recursos descritos
anteriormente na Secdo 4.2, ha uma tendéncia de gerar resultados 6timos na otimizagédo
topoldgica.

As Figuras 20 a 33, assim como as Tabelas 3 a 15, mostram as variagdes de alguns
parametros que o codigo utiliza para otimizacao até alcancar uma topologia 6tima. Cada ponto

marcado nos graficos mostra o valor do pardmetro associados ao final de dado loop.

4.3 Problema quadrado diagonal

Considere o problema quadrado diagonal da Figura 6, definido na Subsecdo 3.2.2, com
2x2 elementos e mesmas propriedades de material j& especificados anteriormente. Foi realizada
uma analise detalhada do comportamento de cada parametro de otimizacdo dentro de cada loop
iterativo, onde se mapearam valores obtidos.

A Figura 34 apresenta a malha do modelo e as Figuras 35 a 38 apresentam a evolucgéo
detalhada dos parametros multiplicadores de Lagrange A e penalizacdo u, funcdo objetivo e
densidades durante a otimizacao.
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Figura 34: Malha 2x2 de elementos finitos para o problema da Figura 6. Coordenadas dos nos

utilizados no problema adimensional.

Os multiplicadores de Lagrange, 4, iniciaram com o valor igual a 1 e ao final da

otimizacdo se encontraram os valores A, = 3,535 e 15 =0, conforme Figura 35(a). O parametro

de penalizag&o, u, iniciou com o valor de 10 e finalizou em 11,576, conforme Figura 35(b).
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Figura 35: (a) Evolugédo dos multiplicadores de Lagrange, A. (b) pardémetro de penalizagéo, .
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A Figura 36 mostra a evolucdo detalhada da funcgéo objetivo, que se inicia com o valor
de 1,049 e termina em 0,151.

Stal

Valores da Funcéo Obijetivo

PN
v

<

P\
v
I

Ry

10 12

@ - D

2 4 6
Iteragao

Figura 36: Evolucéo detalhada da funcéo objetivo, para cada loop.

A densidade do elemento 2 inicia com p, = 0,4 e, apds a otimizacao, atinge o valor de
0,688. A densidade do elemento 3 inicia com p; = 0,6 e termina em 0, conforme mostrado na

Figura 37.

——0,- Loop 1 —o— Py~ Loop 2 Py~ Loop 3 —a— Py - Loop 4
—8—py- Loop 1 Py Loop2 —g— Py- Loop 3 —g— Py - Loop 4

Densidades (p2 e p3)

lteragédo

Figura 37: Evolucéo detalhada das densidades dos elementos, p, para cada loop.
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A Figura 38 mostra o grafico ja descrito anteriormente na Figura 7, incluindo a evolucéo
do cddigo desenvolvido no espaco de projeto, em busca de um ponto 6timo, em cada loop

executado. Cada loop é apresentado com uma cor diferente.

[c=>1 Objective Function
—&— Constraint g2
—=6— Constraint g3
Loop 1
—&—Loop 2
Loop 3
—8— Loop 4

09

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Py

Figura 38: Busca do ponto 6timo, para cada loop.

Nos resultados das Figuras 35 a 38, a relaxacdo esta ativa, e 0 parametro ¢ varia

conforme Tabela 16, relaxando cada vez menos a cada loop executado.

Tabela 16: Relacdo entre loop e os valores .

loop €
1 0,3
2 0,2
3 0,1
4 0,001

A Figura 39 apresenta a topologia final da estrutura apés a otimizacéo.
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0 1 2 3

Figura 39: Topologia final (posicdo deformada).

Verificou-se nesta analise, utilizando como referéncia os parametros medidos e
plotados, que o codigo efetivamente minimiza a massa. Na solucéo obtida, tenta-se alcangcar um
dos dois valores 6timos apresentados anteriormente na Figura 7. Para isto, o cddigo varia 0s
pardmetros A e u, Figura 35. Esta busca pelo 6timo pode ser vista na Figura 38. A Figura 39
apresenta a topologia final, assim como a forma deformada da estrutura sob acdo do

carregamento externo.

4.4 Problema de duas barras

Nesta secdo, o cddigo desenvolvido neste trabalho é avaliado utilizando o problema de
duas barras. Hassani e Hinton (1998) e Suzuki e Kikuchi (1991) realizara estudos de casos
similares, com a diferenca de que estes adotam a minimizag&o da flexibilidade média, enquanto
gue as analises realizadas utilizando codigo e metodologia aqui desenvolvida aplica-se a
otimizagdo topologica com restricdes de tensdo. Embora existam diferengas nos métodos e
modelos, os resultados obtidos com o codigo desenvolvido convergem para solugdes
topoldgicas similares as observadas nesses estudos, corroborando a eficacia da metodologia
proposta neste capitulo. Essa similaridade indica que, apesar das varia¢cfes metodologicas, as
solugdes otimizadas atendem aos requisitos estruturais desejados, oferecendo uma base de

validacdo comparativa para os resultados alcancados.
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Considera-se o problema de projeto de topologia étima do dominio estrutural da Figura
40. O resultado em geral esperado € uma topologia que remete a uma trelica de duas barras.
Foram realizados testes no problema de otimizacdo associado ao modelo, para estudar o
comportamento do codigo desenvolvido. O objetivo dos testes a seguir é avaliar a influéncia de
diferentes parametros nos resultados, tais como o filtro de densidades, a magnitude da forga
aplicada, a tensdo admissivel do material, bem como a intensidade da penalizacdo das
densidades intermedidrias. Esses aspectos sdo importantes para compreender a relacdo destes
parametros com a topologia final.
Os dados de entrada para as analises sao:
o Dimensdes (adimensionais): 4 x 8 x 1 (comprimento x altura x espessura);
e Malha (quantidade de elementos): 12 x 24 (comprimento x altura) = 288 elementos;
e Dimensdes dos elementos finitos: 0,333 x 0,333 (comprimento X altura);
e Massa Inicial: 32;
e Propriedades do material (adimensional): E=1,v=0,3, 0,4 = 1;
e Condices de contorno: Engastado na extremidade esquerda;
o Parametros de otimizacdo: NUmero maximo de loops = 4, p = 3, valores iniciais de ¢
=0,3,p=1,y=0,1,1=1eu=10. Penalizacdo de densidades (£): 0, 1, 3 e 5;

A

_

lforga

< 2 >

v

7

Figura 40: Problema do projeto 6timo “duas barras”.
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4.4.1 Variagdo do raio minimo de influéncia do filtro de densidades (rnin)

Nesta secdo é testada a influéncia do filtro de densidades, aliado & penalizagdo de
densidades intermediarias, no dominio da Figura 40. O raio minimo de influéncia (73,;,) € um
pardmetro importante na otimizacdo topoldgica, pois determina a &rea de densidades de
elementos para a densidade de cada elemento finito, conforme Eq. (27). Isto afeta a distribuicéo
de material.

Para esta analise sera aplicada uma forca de 0,2 de magnitude, conforme Figura 40.

Os resultados obtidos para as variagdes de 7,,;, estudadas sdo mostradas na Figura 4l e
na Tabela 17.

Figura 41: Resultado (distribuicdo de material) do problema de duas barras devido a variacéo
de 7in- (cOntinua)

Ymin = 0,2

p=0

p=1 p=3 =5

Massa final: 2,826
Reducéo (%): 91,167
Flex.: 0,980

Massa final: 2,888
Reducéo (%): 90,977
Flex.: 0,972

Massa final: 3,132
Reducdo (%): 90,211
Flex.: 0,957

Massa final: 3,370
Reducéo (%): 89,468
Flex.: 0,949

8

7

6

8

7

6

8

7

6

8

7

6




Figura 41 (continuagéo)
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Ymin = 0,4

p=0

p=1

p=3

=5

Massa final: 7,311
Reducéo (%): 77,154
Flex.: 0,776

Massa final: 7,845
Reducéo (%): 75,484
Flex.: 0,675

Massa final: 9,533
Reducéo (%): 70,210
Flex.: 0,462

Massa final: 10,713
Reducéo (%): 66,521
Flex.: 0,370

8

7

6

8

7

6

Tmin = 015

p=0

p=1

p=3

p=5

Massa final: 11,130
Reducéo (%): 65,218
Flex.: 0,399

Massa final: 11,741
Reducéo (%): 63,309
Flex.: 0,366

Massa final: 13,591
Reducéo (%): 57,527
Flex.: 0,287

Massa final: 14,767
Reducéo (%): 53,854
Flex.: 0,249

Cada um destes problemas acima foi processado em um tempo aproximado de 20

minutos.
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Tabela 17: Comparativo de resultados do problema de 2 barras devido a variagao de 1y,;,.

Tmin p Massa Final Porcentag?g;) )(1e REAMEED Flexibilidade
0 2,827 91,167 0,980
1 2,888 90,977 0,972
0 3 3,132 90,211 0,957
5 3,370 89,468 0,949
0 7,311 77,154 0,776
1 7,845 75,484 0,675
0 3 9,533 70,210 0,462
5 10,713 66,521 0,370
0 11,130 65,218 0,399
1 11,741 63,309 0,366
0 3 13,591 57,527 0,287
5 14,767 53,854 0,249

* Porcentagem de Reducdo (%) — € a comparacdo entre o valor da massa inicial (onde todos os elementos possuem

densidade igual a 1) e a massa final.

Quanto a massa final e seu percentual de reducao em relacao ao projeto inicial, aumentos
no valor de r,,;, resultaram em um aumento na massa final da estrutura. Isto sugere que um
maior r,,;,, leva a estruturas mais reforcadas, mas menos otimizadas em termos de material
utilizado. Além disso, 0 aumento de £ que, eleva a penalizacdo das densidades intermediarias,
forcando os elementos a adotarem valores proximos a 0 (vazio) ou 1 (sélido). Esse efeito
favorece a formacdo de regides sélidas mais extensas, resultando em um aumento da massa
total da estrutura. A flexibilidade média diminui com o aumento de r,;, € de fp,
consequentemente, as tendéncias observadas s&o consistentes.

Destaca-se que, para todos os projetos obtidos, foi respeitada a tensdo admissivel do
material, em todos os elementos. Sendo assim, de um ponto de vista pratico, pode-se pensar
que os melhores projetos seriam aqueles com melhor resolucdo (menos elementos cinzas com
densidades intermediarias, mais pretos e brancos), menor massa e possibilidade de eventual

fabricacéo.
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4.4.2 Variagdo de magnitude da forca aplicada

Nesta secdo, ¢ testada a influéncia da magnitude da forca aplicada, aliado a penalizacéo
de densidades intermediarias, no dominio da Figura 40. A forca aplicada afeta diretamente a
distribuicdo de tensdes, e consequentemente a distribuicdo de material na estrutura.

Para esta analise sera usado um raio minimo de influéncia de (i) 0,4.

Os resultados obtidos para as variacGes de magnitude de forca aplicada estudadas sdo

mostrados na Figura 42 e na Tabela 18.

Figura 42: Resultados (distribuicdo de material) do problema de duas barras devido a variacéo
de forca. (continua)

Forca: 0,1

p=0

p=1

p=3

B=5

Massa final: 5,350
Reducéo (%): 83,280
Flex.: 0,470

Massa final: 5,897
Reducéo (%): 81,571
Flex.: 0,353

Massa final: 7,594
Reducéo (%): 76,270
Flex.: 0,181

Massa final: 8,731
Reducéo (%): 72,714
Flex.: 0,129

8

7

6

8

7

6




Figura 42 (continuacéo)
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Forca: 0,2

p=0

p=1

p=3

=5

Massa final: 7,311
Reducéo (%): 77,154
Flex.: 0,776

Massa final: 7,845
Reducéo (%): 75,484
Flex.: 0,675

Massa final: 9,533
Reducéo (%): 70,210
Flex.: 0,462

Massa final: 10,713
Reducéo (%): 66,521
Flex.: 0,370

8

7

6

Forga: 0,3

=0

p=1

=3

=5

Massa final: 5,216
Reducéo (%): 83,701
Flex.: 2,624

Massa final: 5,695
Reducéo (%): 82,202
Flex.: 2,122

Massa final: 7,172
Reducéo (%): 77,587
Flex.: 1,322

Massa final: 8,161
Reducéo (%): 74,498
Flex.: 1,051
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Figura 42 (continuagéo)
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Forca: 0,4

p=0

p=1

p=3

=5

Massa final: 5,743
Reducéo (%): 82,053

Massa final: 6,247
Reducéo (%): 80,479

Massa final: 7,799
Reducéo (%): 75,629

Massa final: 8,836
Reducéo (%): 72,388

Flex.: 4,244 Flex.: 3,464 Flex.: 2,186 Flex.: 1,738
8 8
7 7
6 6
5 5
4 a
3 3
2 2
1 1
OO 2 4 DO 2 4
Forca: 0,5
p=0 p=1 p=3 p=5

Massa final: 7,113
Reducéo (%): 77,773
Flex.: 4,049

Massa final: 7,601
Reducéo (%): 76,247
Flex.: 3,571

Massa final: 9,097
Reducéo (%): 71,573
Flex.: 2,616

Massa final: 10,090
Reducéo (%): 68,470
Flex.: 2,215

8

7

6

8

7

6

Cada um destes problemas acima foi processado em um tempo aproximado de 20

minutos.



87

Tabela 18: Comparativo de resultados do problema de duas barras devido a variagdo de
magnitude de forca.

Porcentagem de Reducgéo

Forca p Massa Final (%)* Flexibilidade
0 5,351 83,280 0,470
1 5,897 81,571 0,353
o1 3 7,594 76,270 0,181
5 8,732 72,714 0,129
0 7,311 77,154 0,776
1 7,845 75,484 0,675
02 3 9,533 70,210 0,462
5 10,713 66,521 0,370
0 5,216 83,701 2,624
1 5,695 82,202 2,122
03 3 7,172 77,587 1,322
5 8,161 74,498 1,051
0 5,743 82,053 4,244
1 6,247 80,479 3,464
04 3 7,799 75,629 2,186
5 8,836 72,388 1,738
0 7,113 77,773 4,049
1 7,601 76,247 3,571
0 3 9,097 71,573 2,616
5 10,090 68,470 2,215

* Porcentagem de Redugcdo (%) — € a comparacdo entre o valor da massa inicial (onde todos os elementos possuem

densidade igual a 1) e a massa final.

Em relacdo a massa final e a sua reducgéo percentual em comparagédo ao projeto inicial,

observou-se que aumentos na magnitude da forca resultante levaram a um incremento na massa

final da estrutura. Isso indica que forcas de maior magnitude exigem estruturas mais robustas,

mas menos eficientes no uso de material. Além disso, verificou-se que a flexibilidade média

aumenta a medida que a magnitude da forca cresce e diminui com o aumento do parametro f.

Assim, as tendéncias identificadas mostram-se coerentes e consistentes com o0 comportamento

esperado.
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Desse modo, sob uma perspectiva préatica, os projetos ideais seriam aqueles com maior
definicdo (menos elementos com densidades intermediarias e mais regides sélidas ou vazias),
menor massa e viabilidade para eventual fabricacao.

Destaca-se que, para todos os projetos obtidos, foi respeitada a tensdo admissivel do
material, em todos os elementos.

4.4.3 Variagdo da tensdo admissivel do material

Nesta se¢do, é testada a influéncia do limite de tensdo de falha no dominio da Figura 40.
A tensdo admissivel do material (o,4,,) afeta diretamente a distribuicdo de material e a
otimizacdo da estrutura. Os dados especificos para esta anélise sao:
e Forca aplicada: 0.5 (magnitude na Figura 40);
« Raio minimo de influéncia (r,i»): 0,4.

e Penalizagdo de densidades (B): 0;

Os resultados obtidos para as variacdes da tensdo admissivel do material estudadas séo
mostradas na Figura 43 e na Tabela 19.

Oadm — 012 Ogdm — 014 Oadm = 016 Ogdm — 018 Oadm = 1

Massa final: 17,807 | Massa final: 11,031 | Massa final: 8,851 Massa final: 7,773 Massa final: 7,113
Reducdo (%): Reducéo (%): Reducdo (%): Reducéo (%): Reducéo (%):
44,353 65,528 72,341 75,709 77,773

Flex.: 1,264 Flex.: 2,144 Flex.: 3,048 Flex.: 3,509 Flex.: 4,049

8 8

7 7

Figura 43: Resultado (distribuicdo de material) do problema de duas barras devido a variacéo
da tens&o admissivel (o44m)-
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Cada um destes problemas acima foi processado em um tempo aproximado de 16

minutos.

Tabela 19: Comparativo de resultado do problema de duas barras devido a variacdo da tensédo
admissivel (6 44m)-

O adm Massa Final Porcentagem de Reducéo (%0)* Flexibilidade
0,2 17,807 44,353 1,264
0,4 11,031 65,528 2,144
0,6 8,851 72,341 3,048
0,8 7,773 75,709 3,509
1 7,113 77,773 4,049

* Porcentagem de Redugdo (%) — € a comparacao entre o valor da massa inicial (onde todos os elementos possuem

densidade igual a 1) e a massa final.

Quanto a massa final e seu percentual de reducdo em relacao ao projeto inicial, variacdes
no valor tensdo admissivel do material resultaram em mudancas na massa final da estrutura.
Isto sugere que uma tensdo admissivel maior leva a estruturas mais flexiveis, mas mais
otimizadas em termos de material utilizado. A flexibilidade média aumenta com o aumento da
tensdo admissivel, sendo estes resultados consistentes com as tendéncias observadas.

Sendo assim, de um ponto de vista pratico, pode-se pensar que os melhores projetos
seriam aqueles com melhor resolucao (menos elementos cinzas com densidades intermediarias,
mais pretos e brancos), menor massa e possibilidade de eventual fabricacéo.

Ressalta-se que, em todos os projetos gerados, a tensdo admissivel do material foi

atendida em todos os elementos estruturais.

4.5 Viga MBB

Nesta secdo, sdo mostrados resultados de otimizacdo de topologia com restricdes de
tensdo, que também sdo comparados com resultados de topologias para flexibilidade média.

Nas comparagdes, foram utilizados modelos estruturais iguais em termos de dimensdes,
variaveis de densidade, condicdes de contorno e forcas aplicadas. Foi otimizado o modelo MBB
da Figura 44, usando codigos e metodologias diferentes. Especificamente, para resolver o

problema de minimizac&o de massa com restri¢des de tensdo, foi utilizado codigo e metodologia
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aqui desenvolvida, e para resolver o problema classico de minimizacao de flexibilidade média
(mostrado na Secdo 2.2.1), foi empregado o cédigo “99 lines” (Sigmund, 2001).

Para assegurar uma base comparativa consistente, além dos dados iguais necessarios
para entrada em ambos os cddigos, a fracdo de volume obtida por meio do cddigo desenvolvido
neste trabalho foi utilizada como dado de entrada no codigo 99 lines".

Durante a execucdo, variaram-se as magnitudes das forgas aplicadas aos modelos,
possibilitando uma comparacdo detalhada dos resultados obtidos. Essa abordagem permitiu
avaliar a consisténcia e a precisdo dos métodos de otimizacdo topologica e de analise de
elementos finitos implementados, estudando variagdes nos parametros que influenciam os
resultados.

Os dados de entrada para a analise sdo:

e Dimensdes: 25 x 10 x 1 (comprimento x altura x espessura);

e Malha (quantidade de elementos): 25 x 10 (comprimento x altura) = 250 elementos;
e Dimensdes dos elementos finitos: 1 x 1 (comprimento x altura);

e Massa inicial: 250;

e Propriedades do material (adimensional): E=1,v=0,3, a44m = 1;

« CondicBes de contorno: Simetria na extremidade esquerda, ultimo né inferior na

extremidade direita com deslocamento livre em x;

e Parametros de otimizagao: Numero maximo de loops = 4, p = 3, 8 = 3, Ihyin = 1,45,

valores iniciaisde¢=0,3,p=1,y=0,1,A=1eu=10.

forca

<
<

25

A4

10

Figura 44: Problema do projeto 6timo MBB.

Os resultados comparativos obtidos para as variagdes da forca aplicada estudadas sdo
mostrados na Figura 45 e na Tabela 20. Verifica-se que a massa final de ambos os modelos se
manteve similares em casos de mesma magnitude de forca, conforme imposto. Porém, pode-se

ver que as tensdes nos elementos nos resultados do “99 lines ” alcangam valores mais altos, e
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alguns deles ultrapassam o valor de 1 (elementos com cor roxa), pois neste codigo ndo é

estipulada uma tensdo limite admissivel, 6,qm-

Figura 45: Resultado do problema de Viga MBB - cddigo desenvolvido x “99 lines”.

(continua)

Cadigo Desenvolvido

“99 lines”

Forca: 0,10

Massa final: 121,804
Reducdo (%): 51,279
Flex.: 2,039

Fracdo de volume: 0,487
Massa final; 121,812
Flex.: 1,522
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Figura 45 (continuacéao)

Cadigo Desenvolvido

“99 lines”

Forga: 0,15

Massa final: 143,679
Reducdo (%): 42,528
Flex.: 3,400

Fracdo de volume: 0,575
Massa final: 143,696
Flex.: 2,746
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Caodigo Desenvolvido

“99 lines”

Forca: 0,18

Massa final: 145,701
Reducéo (%): 41,720
Flex.: 4,672

Fracdo de volume: 0,583
Massa final: 145,674
Flex.: 3,900
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Figura 45 (continuacéao)

“99 lines”

Cadigo Desenvolvido
Forca: 0,20
Massa final: 158,824
Reducéo (%): 36,470
Flex.: 5,249

Fracdo de volume: 0,635
Massa final: 158,872
Flex.: 4,436

Distribuicao de densidades (p) Distribuigdo de densidades (p)
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Cada um dos problemas com restrices de tensdo foi processado em um tempo
aproximado de 16 minutos, enquanto que os problemas de flexibilidade média levaram cerca

de 6 segundos no mesmo equipamento.

Tabela 20: Comparativo dos resultados do problema MBB.

Cddigo Desenvolvido “99 lines”
A';ﬁz‘;za M8 | Flexibilidade| Yoo | Flexibilidade
0,1 121,804 2,039 121,812 1,522
0,12 137,202 2,428 137,270 1,837
0,15 143,679 3,400 143,696 2,746
0,18 145,701 4,672 145,674 3,901
0,2 158,824 5,249 158,872 4,436

Os resultados reafirmaram a tendéncia observada anteriormente: o aumento na forca

aplicada resulta em um aumento da massa final e da flexibilidade média. Além disso, todos 0s
elementos das topologias geradas pelo codigo desenvolvido respeitam o critério de tensdes
estabelecido. Observou-se que a flexibilidade meédia das topologias geradas pelo codigo "99
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lines" tende a ser menor em comparagdo as geradas pelo codigo desenvolvido, uma vez que o
objetivo do "99 lines" é minimizar a flexibilidade média, enquanto o cddigo desenvolvido tem

como objetivo principal a minimizacdo da massa.

4.6 Viga cantilever (engastada-livre)

Nesta secdo, a mesma metodologia de comparacéo de resultados para minimizacao de
massa sob restri¢Oes de tensdo e para minimizacao de flexibilidade sob restricdo de volume da
Secdo 4.5 foi empregada para estudar o problema de uma viga cantilever, ilustrada na Figura
46. O cddigo utilizado para resolucdo deste problema classico de minimizacéo de flexibilidade
média foi adaptado do cadigo "99 lines" (Sigmund, 2001), modificando o posicionamento da
forga e o tipo de condicGes de contorno. Esta analise tem como objetivo verificar se diferentes
modelos, em comparagdo aos estudados anteriormente, podem apresentar variagdes nos
resultados.

Os dados de entrada para a analise séo:

e Dimens0es (adimensionais): 24 x 15 x 1 (comprimento X altura x espessura);

o Malha (quantidade de elementos): 24 x 15 (comprimento x altura) = 360 elementos;
o Dimensbes dos elementos finitos: 1 x 1 (comprimento x altura);

e Massa inicial: 360;

o Propriedades do material (adimensional): E=1,v=0,3, 044m = 1;

o Condic6es de contorno: Engastado na extremidade esquerda;

e Parametros de otimizacdo: Nimero maximo de loops =4, p = 3; g = 3, ryn = 1,5,

valores iniciaisde ¢=0,3,p=1,y=0,1, A =1 e u = 10.

15
forca

A
¥

24

Figura 46: Problema do projeto 6timo cantilever (viga engastada-livre).
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Os resultados comparativos obtidos para as variagfes da forca aplicada estudadas sdo
mostrados na Figura 47 e na Tabela 21. Verifica-se que as massas finais de ambos os modelos
sdo similares em todos os casos, porém, pode-se ver gque as tensdes nos elementos do cédigo
“99 lines” alcancam valores mais altos, pois o problema de minimizacgéo da flexibilidade média

nao tem compromisso em respeitar limites de tens&o locais.

Figura 47: Resultado do problema cantilever — codigo desenvolvido x “99 lines”. (continua)
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“99 lines”

Forca: 0,10 (dividido em 2 nos)

Massa final: 131,626
Reducéo (%): 59,101
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Massa final: 147,1626
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Figura 47 (continuagéo)
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Caodigo Desenvolvido

“99 lines”

Forca: 0,12 (dividido em 2 nos)

Massa final; 141,881
Reducéo (%): 60,589
Flex.: 1,429

Fracdo de volume: 0,394
Massa final: 142,021
Flex.: 0,984
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Caodigo Desenvolvido

“99 lines”

Forga: 0,14 (dividido em 2 nds)

Massa final: 140,232
Reducéo (%): 61,047
Flex.: 1,926

Fracdo de volume: 0,390
Massa final: 140,164
Flex.: 1,371
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Figura 47 (continuagéo)
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Caodigo Desenvolvido

“99 lines”

Forca: 0,15 (dividido em 2 n6s)

Massa final: 139,344
Reducéo (%): 61,293
Flex.: 2,134

Fracdo de volume: 0,387
Massa final: 139,182
Flex.: 1,598
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Cada um dos problemas com restricbes de tensdo foi processado em um tempo
aproximado de 50 minutos, enquanto que os problemas de flexibilidade média levaram cerca
de 5 segundos no mesmo equipamento.

A diferenca no tempo de execucdo entre os dois codigos muito provavelmente estd com
a metodologia de célculo dos gradientes da funcdo objetivo na analise de sensibilidade. O
programa desenvolvido utiliza diferengas finitas, que requerem a perturbacéo de cada variavel
de projeto e multiplas avaliacdes da funcéo objetivo, resultando em maior custo computacional.
Em contrapartida, o codigo “99 lines” emprega derivadas analiticas por meio do método
adjunto, permitindo o calculo eficiente do gradiente completo diretamente a partir das equacdes
de equilibrio estrutural. Essa abordagem elimina a necessidade de perturbar individualmente as
variaveis, reduzindo significativamente o tempo de processamento. Assim, a eficiéncia superior
do <99 lines” decorre do uso de gradientes analiticos, enquanto o método numérico adotado no

programa desenvolvido é mais custoso.

Tabela 21: Comparativo dos resultados do problema cantilever (viga engastada-livre).

Cddigo Desenvolvido “99 lines”
Forca Aplicada | Massa Final | Flexibilidade | Massa Final | Flexibilidade
0,1 131,626 1,189 147,163 0,641
0,12 141,881 1,429 142,021 0,984
0,13 137,086 1,644 136,915 1,243
0,14 140,232 1,926 140,164 1,371
0,15 139,344 2,134 139,182 1,598
0,2 147,235 3,278 147,188 2,556

Os resultados apresentaram uma tendéncia: o aumento na forca aplicada leva a um
aumento na massa final e da flexibilidade, apesar de algumas oscilacdes que ocorreram com a
forca igual a 0,12 e 0,15. Além disso, todos os elementos das topologias geradas pelo cédigo
desenvolvido respeitam o critério de tensdes. Verificou-se de maneira geral, que a flexibilidade
média das topologias geradas pelo codigo "99 lines" tende a ser menor em comparacéo as
geradas pelo codigo desenvolvido, uma vez que o objetivo do "99 lines" é minimizar a

flexibilidade média.
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4.7 Viga cantilever (engastada-livre) com malha mais refinada

Nesta secdo, serd analisado um problema de otimizacéao topoldgica utilizando uma viga
cantilever com uma malha mais refinada, visando testar o comportamento do cddigo
desenvolvido em situagcbes com maior numero de varidveis de projeto. Esse aumento na
quantidade de elementos finitos permite avaliar a estabilidade e a eficiéncia da solucdo diante
de um refinamento na discretizacdo do dominio.

Os dados de entrada para a analise s&o:

e Dimens0es (adimensionais): 25 x 15 x 1 (comprimento X altura x espessura);

« Malha (quantidade de elementos): 45 x 27 (comprimento X altura) = 1215 elementos;
o Dimensbes dos elementos finitos: 0,556 x 0,556 (comprimento X altura);

e Massa inicial: 375;

o Propriedades do material (adimensional): E=1,v=0,3, 044m = 1;

e Condicges de contorno: Engastado na extremidade esquerda;

e Parametros de otimizacdo: Numero maximo de loops =4, p = 3; g = 8, ryn = 1,4,

valores iniciaisdee=0,3, p=1,y=0,1,A=1eu=10.

A configuracédo inicial do problema é ilustrada na Figura 48, representando a viga

cantilever.
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Figura 48: Problema do projeto 6timo cantilever (viga engastada-livre).

Os resultados da analise indicam que o modelo gerado pelo cédigo desenvolvido
apresenta uma topologia final com configuragdo similar as das andlises realizadas
anteriormente, mesmo com o uso de uma malha mais refinada, conforme ilustrado na Figura

49. Esses resultados demonstram a estabilidade da solugdo em relagcdo ao aumento no nimero
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de elementos finitos. A topologia final obteve uma massa de 179,349 (reducgéo de 52,174%) e
flexibilidade de 1,846. Além disso, foi observado que todos os elementos das topologias finais
respeitaram os critérios de tensdo estabelecidos na anélise, indicando que as restri¢ces de tenséo
foram adequadamente atendidas, conforme evidenciado na Figura 50. Isto indica eficiéncia do

método implementado na obtencdo de solu¢Bes com mais variaveis de projeto.

0 5 10 15 20 25

Figura 49: Resultado da distribui¢do de densidades (p).

Figura 50: Resultado da distribui¢do de tensdes (o).
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A minimizacdo da fungdo objetivo ao longo dos loops é apresentada na Figura 51 e

detalhada na Tabela 22.

Evolugao da Fungao Objetivo

16

14

107

Valor da Fungdo Objetivo
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Figura 51: Evolucgéo da funcdo objetivo.

Tabela 22: Evolucdo dos valores da funcdo objetivo

Funcéo Objetivo
Loop 1 12,116
Loop 2 11,103
Loop 3 10,764
Loop 4 10,857

Este problema, considerando as restricbes de tensdo, foi processado em um tempo

aproximado de 19 horas. Esse resultado reflete a complexidade adicional decorrente do maior

namero de variaveis de projeto, mas também confirma a capacidade do cédigo em lidar com

problemas mais detalhados de forma eficiente.

Os resultados reforcam a confiabilidade do codigo desenvolvido, mostrando que ele é

capaz de gerar solugdes consistentes mesmo sob condi¢es mais exigentes, como 0 uso de uma

malha refinada.
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5 Aplicabilidade da otimizacao de topologia em

estruturas de submarinos

Com quase 100 metros de comprimento, 10 metros de didmetro, 6.000 toneladas e
transportando uma tripulacdo em torno de 70 pessoas, 0 SNCA, Figura 52, é constituido
estruturalmente por milhares de estruturas e subestruturas. Essas subestruturas possuem
diversos tamanhos e formas, e requerem atenc¢éo especial quanto as caracteristicas, condicoes e
requisitos especificos de projeto.

Devido aos mais diversos tipos de cargas e situacdes as quais estas estruturas sao
expostas, ha a necessidade de alta resisténcia e durabilidade no ambiente em que a estrutura
trabalha. Isto é crucial ndo so para atender os critérios de projeto e seguranca, mas também para
garantir a integridade do equipamento. Nesse contexto, 0 método dos elementos finitos (MEF)
é considerado uma ferramenta essencial para a analise detalhada do comportamento estrutural

de cada componente do submarino, aumentando a confiabilidade do projeto como um todo.

> SUBMARINO NUCLEAR MADE IN BRAZIL-

0 Pafs jd desenvolvew 0 processo de enriquecimento de uranio-e agora
constrdi um pratdtipo.de reator nuclear. Falta aprender a-fabricar o caseo

———

Sala de
controle

® O submarino nuclear de ataque
€ movido a energia nuclear, mas nao
é armado com bombas atomicas

® Ele pode descer até a profundidade Motor diesel
de 350 metros e desenvolver uma (auxiliar)
velocidade de 24 nds (44 km/h)

® 0 submarino que o Brasil vai Compartimentos da tripulacao
construir pesa 6.000 t, mede 95 metros X =

de comprimento, 10 metros de diametro

e {ransporta uma {ripulacao de

70 a 80 pessoas

.| Torpedos =
EEICHES

Figura 52: llustracdo do submarino nuclear brasileiro (Defesa Aérea & Naval, 2012).

Paralelamente, a otimizacdo topoldgica tem se consolidado como uma técnica
amplamente utilizada na engenharia estrutural para aprimorar projetos e reduzir o peso de
componentes sem comprometer sua integridade. Para submarinos, essa abordagem ¢é
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extremamente importante, pois a eficiéncia estrutural e a reducéo de peso afetam diretamente o
desempenho e a capacidade de carga.

A combinacéo da analise por elementos finitos e da otimizacao topologica possibilita a
criacdo de estruturas submarinas mais eficientes, como bases de equipamentos e anteparas, que
podem ser otimizadas para minimizar o peso sem sacrificar a integridade estrutural. Isto resulta
em economia de material e recursos, além de aumentar a eficiéncia operacional do submarino.
Ademais, antes de tudo isso, 0 aspecto mais importante é obter um projeto viavel de submarino.

Em geral, componentes ou subestruturas que podem se beneficiar de otimizacédo
topoldgica sdo aqueles que podem se utilizar de alivios de material (regibes com remocao de
material) sem prejuizo de desempenho. Estruturas que necessitam ser representadas por
modelos tridimensionais, e que podem ter alivios de material, também podem se beneficiar em

geral.

5.1 Principais partes do submarino

Nesta secdo, serd apresentada uma visdo geral das principais partes que compdem um
submarino, enfatizando as estruturas e sistemas essenciais para o funcionamento e desempenho
subaquatico. Submarinos sdo veiculos complexos, projetados para operar em ambientes
extremos, e sua construcdo envolve uma combinacao de engenharia avancada e tecnologia de
ponta.

Entre as estruturas fundamentais estdo o casco resistente, responsavel por suportar a
pressdo externa em altas profundidades; os tanques de lastro, responsaveis pela flutuabilidade
e submersdo controlada da embarcacdo; a vela, onde ficam os principais sensores e
equipamentos de comunicagdo. Além das estruturas, o submarino abriga uma série de sistemas
cruciais, como o sistema de propulsdo, que pode ser nuclear ou diesel-elétrico, fornecendo
energia para a movimentacdo subaquatica e o suporte & tripulagdo. Outros sistemas vitais
incluem os sonares, usados para navegacdo e deteccdo de alvos, e o sistema de combate, que

inclui armamentos como torpedos e misseis, conforme apresentado na Figura 53.
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1 B Suffren Class, Barracuda Type

Nuclear Powered Attack Submarine

Sistema -
Nuclear Sistema de Raft Mountings
Propulsgo for Machinery

Casco

Resistente

Cofferdams

Tanques

de Lastro

Figura 53: Principais estruturas e sistemas do Submarino Nuclear Barracuda (Classe Suffren).
Fonte: adaptado de Sutton (2021).

Abaixo, sdo detalhadas as principais estruturas de um submarino, com énfase na sua

funcdo e importancia para a integridade e funcionalidade do conjunto.

Casco resistente

O casco resistente € a estrutura mais critica de um submarino, responsavel por suportar
as enormes pressdes exercidas pelas aguas profundas. Construido com chapas metalicas e
reforcadas com perfis anelares (cavernas) ao longo o comprimento, é feito com ligas metéalicas
de alta resisténcia, como aco especial. O casco resistente mantém a integridade estrutural do
submarino, permitindo que ele mergulhe em grandes profundidades sem comprometer a
seguranca da tripulacdo, além disso, todas as cargas e pesos dos equipamentos e materiais sdo
suportados pelo casco resistente. Internamente, a pressdo atmosférica é mantida constante,

criando um ambiente habitavel, independentemente da profundidade.

Vela

A vela é uma estrutura elevada localizada na parte superior do submarino, abrigando
periscopios, mastros de comunicagdo, antenas de radar e snorkel (nos submarinos de propulsédo
convencional). Ela é responsével por oferecer visibilidade e controle da embarcacdo quando
esta proxima a superficie e desempenha um papel importante na navegagéo e nas operacdes de

combate.



105

Tanques de lastro
Os tanques de lastro controlam a flutuabilidade do submarino, permitindo que ele
submerja ou emerja. Ao serem preenchidos com &gua, o submarino ganha peso e afunda;

quando esvaziados e preenchidos com ar comprimido, ele volta a flutuar.

Sistema de propulséo

O sistema de propulsao varia conforme o tipo de submarino. Nos submarinos nucleares,
ele € baseado em um reator nuclear que gera energia para a movimentacdo do submarino e
alimenta seus sistemas, enquanto nos submarinos de propulsdo convencional, o sistema
combina motores a diesel e baterias elétricas. O sistema de propulsao inclui a hélice e os eixos

que transferem a forca gerada para movimentar o submarino submerso ou em superficie.

Sistema de sonar

O sistema de sonar é fundamental para a navegagdo subaquatica e as operacdes de guerra
submarina. O sonar é utilizado para detectar obstaculos, submarinos inimigos e outras
embarcacdes, além de mapear o fundo do mar. Estes sistemas, instalados no casco e em domos
na proa, emitem ondas sonoras que, ao refletirem nos objetos ao redor, ajudam na identificacdo

e monitoramento do ambiente.

Sistema de combate

O sistema de combate de um submarino é composto por um conjunto de sensores e
armamentos que permitem ao submarino realizar missées ofensivas e defensivas. Esse sistema
inclui torpedos e sensores de combate (sistemas de sonar avancados, radares, periscopios

equipados com sensores Opticos).

Sistema nuclear

Nos submarinos nucleares, o sistema nuclear € a principal fonte de energia, oferecendo
autonomia quase ilimitada. O reator nuclear gera calor, que é convertido em eletricidade para
operar 0 submarino e seu sistema de propulsdo, além de alimentar os sistemas elétricos e de
combate. Este sistema permite que submarinos nucleares figuem submersos por longos

periodos, sem necessidade de reabastecimento.
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Suportes de equipamentos

Os suportes de equipamentos sdo estruturas responsaveis por abrigar e organizar todos
0s sistemas essenciais do submarino, como sistemas de controle, armas, motores e outros
equipamentos criticos. Estes suportes sdo projetados para garantir a integridade dos
equipamentos e sistemas em situacGes adversas, mas também para garantir a seguranca e
acessibilidade para manutencdo, além de reduzir os impactos de vibragdes e movimentos
causados pela operacdo do submarino.

Na Figura 53 é apresentado o Raft Mountings of Equipment, que é um suporte para
abrigar diversos equipamentos em uma Unica estrutura. A Figura 54 mostra a estrutura em azul,
que € a base de um motor elétrico, a qual suporta e transfere toda a carga para uma outra

estrutura maior ou diretamente para o casco resistente.

T &N
Figura 54: A estrutura em azul é a estrutura base de um motor elétrico (Tecnologia & Defesa,
2019)

Cofferdams

Os cofferdams sdo compartimentos localizados entre duas anteparas estangues,
funcionando como barreiras de seguranca que evitam a propagacao de inundacgdes em caso de
avarias em um compartimento. Eles ndo sdo habitaveis, mas atuam como zonas de prote¢do

para aumentar a seguranca interna do submarino em situagdes de emergéncia.
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Anteparas

As anteparas séo divisorias internas que compartimentam o submarino em varias se¢oes
estangues, garantindo que, em caso de danos ou inundacdes, apenas uma parte da embarcacéo
seja afetada. Além de fornecer seguranca adicional, as anteparas contribuem para a rigidez
estrutural do submarino e ajudam a controlar o impacto da pressao em profundidades extremas.
Estas estruturas sdo reforcadas com perfis metalicos e possuem muitas passagens de pecas,

tubulacbes e cabeamento.

5.2 Aplicacdo dos métodos dos elementos finitos e otimizacéo topologica em

subestruturas de suporte de equipamentos

As subestruturas de suporte de equipamentos dentro de um submarino sustentam
sistemas criticos, como motores, geradores a diesel, bombas e valvulas, estando sujeitas a
diferentes tipos de carregamento, mas também suportam pecas menores é o caso dos painéis
elétricos. O uso do MEF permite modelar o comportamento dessas estruturas sob diversas
condicdes de operacdo, identificando pontos de falha potenciais e garantindo a integridade do
projeto. Por meio da otimizacao topoldgica, é possivel redistribuir o material de forma eficiente,
reduzindo significativamente o peso da estrutura sem comprometer seu desempenho. A
aplicacdo dessa técnica em grande parte destas estruturas pode resultar em uma reducgdo
significativa da massa total do submarino, promovendo uma maior economia de material e
maior eficiéncia estrutural, assegurando assim a viabilidade do projeto dentro dos parametros

de seguranca estipulados.

5.3 Otimizacao de anteparas submarinas

Além das subestruturas de suporte de equipamentos, ha também as anteparas
submarinas, responsaveis pela compartimentacédo interna e a elevagdo da resisténcia do casco
sujeito a pressdo externa. Dada a complexidade das anteparas, que incluem diversos reforcos
estruturais e inimeras aberturas para passagem de tubulagdes, cabos e outros equipamentos, a
otimizagdo topoldgica pode desempenhar um papel importante na reducdo de peso sem
comprometer a resisténcia mecanica. A redistribuicdo de material de forma otimizada permite

que as anteparas permanecam dentro dos limites de tensdo admissiveis, a0 mesmo tempo em
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que sdo reduzidos a quantidade de material. Esse tipo de otimizacéo € especialmente importante
em submarinos, onde o espaco é limitado e a eficiéncia estrutural é essencial para a operagéo
segura. Aliado a isso, muitas destas anteparas tém a necessidade de isolamento acustico como
requisito, o que pode ser contornado utilizando painéis sanduiche projetados utilizando

otimizag&o topoldgica.

5.4 Manufatura aditiva em estruturas otimizadas

Um campo promissor para aplicagdo de estruturas otimizadas é a manufatura aditiva,
especialmente em componentes que possam ter ganhos de performance com geometrias
complexas. A manufatura aditiva utilizando metais, como fusdo em leito de p6 (powder bed
fusion, PBF) de ligas de titanio e aluminio, por exemplo, oferecem resisténcia mecénica
comparavel a obtida com processos de fabricacdo tradicionais. Também oferecem niveis de
porosidade baixos, com preenchimento em geral maior que 99,5% (Brock, 2021; Bartolomeu,
2022). Este tipo de material ¢ ideal para partes de submarinos que exigem rigidez e leveza em
estruturas de topologia complexa, muitas vezes impossivel de serem manufaturados por meios
de fabricagéo convencional, utilizando soldagem.

Essas tecnologias proporcionam maior liberdade no projeto de estruturas, favorecendo
a aplicacdo da otimizacdo topologica, pois as formas fabricaveis ndo estdo limitadas pelos
métodos convencionais de fabricacdo. Os componentes produzidos por esses métodos podem
possuir resisténcia mecanica comparavel a de pecas fundidas ou conformadas mecanicamente.
Isto pode resultar em pecas mais leves, duraveis e com desempenho superior, especialmente em

ambientes adversos como o submarino.
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6 Conclusao

Este trabalho teve como objetivo o desenvolvimento e aplicacdo de um cddigo de
otimizacdo topoldgica para minimizacao de massa, com restri¢ces de tensao, para aplicacdo em
subestruturas submarinas, um tema importante devido aos desafios do projeto do primeiro
Submarino Nuclear Convencionalmente Armado (SNCA) brasileiro. A combinagdo do método
dos elementos finitos (MEF) e técnicas de otimizacao topoldgica provou ser eficaz, podendo
efetivamente contribuir na criacdo de estruturas leves e resistentes para atender aos requisitos
do projeto estrutural em ambientes submarinos.

As analises realizadas e apresentadas no Capitulo 4, evidenciam a validade do codigo
desenvolvido quando aplicado na otimizacdo topoldgica de modelos estruturais planos. Na
Secdo 4.1, a validacdo inicial do codigo revelou resultados consistentes com ferramentas
comerciais, como o software ANSYS. A comparacdo com esse método mostrou que o cédigo
criado tem a capacidade de replicar com precisdo a distribuicdo de tensdes e deformacdes,
atendendo aos padrdes necessarios para uso industrial e académico.

Na Secdo 4.2, foram apresentados resultados evidenciando a influéncia das técnicas
utilizadas no cddigo para otimizacdo topoldgica com restri¢do de tensdo. O uso do fmincon, do
MATLAB, permitiu resolver problemas de otimizacdo ndo linear de maneira eficiente,
oferecendo boa precisao na busca pelo minimo da funcédo objetivo. A introducéo de loops no
processo de otimizacdo aprimorou a flexibilidade do codigo, permitindo a execucdo iterativa e
ajustando os parametros conforme necessario. A técnica de relaxacao (¢), aplicada nas restricdes
de tensdo, foi fundamental para superar limitagcbes computacionais, facilitando a convergéncia
do algoritmo em regides degeneradas. Por fim, o fator de ponderacdo adaptativo (y) contribuiu
significativamente para a estabilizacdo da otimizacao, ajustando a penalizacdo de acordo com
as tensbes de von Mises em cada iteracdo, garantindo que as restricbes de tensdo fossem
respeitadas sem comprometer a eficicia do processo de otimizacéo. Essas melhorias garantiram
um codigo mais robusto e eficaz, proporcionando solugdes otimizadas para os problemas
estruturais propostos.

A avaliacdo dos parametros na Segéo 4.4 mostrou como o raio minimo de influéncia, a
intensidade das forcas aplicadas e a penalizacdo de densidades intermediérias impactam os
resultados. O raio minimo (r,,;,) regula a area de influéncia dos elementos, suavizando
transic0es de densidade e evitando padrdes indesejados, o que estabiliza o processo de

otimizagdo. A penalizagdo de densidades elimina elementos intermediarios, no entanto, valores
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menores de f reduzem mais a massa, mas com menor rigidez, enquanto valores maiores
aumentam a rigidez, mas com acréscimo de peso. Esses critérios sdo fundamentais para
equilibrar leveza e resisténcia estrutural, evidenciando a eficacia da metodologia. No problema
de duas barras, os resultados confirmaram a robustez do codigo, com distribuicdes de material
que reduziram significativamente a massa, mantendo as tensdes dentro do limite estipulado. As
variacBes de pardmetros demonstraram a capacidade do codigo de ajustar-se conforme o0s
requisitos especificos, validando a metodologia proposta a0 manter a integridade estrutural
enguanto minimiza o uso de material.

Nas Secdes 4.5 e 4.6, foi realizado um comparativo entre os resultados obtidos para as
configuragdes da viga MBB e da viga cantilever, utilizando o cddigo desenvolvido e o cddigo
“99 lines” de Sigmund (2001). Enquanto o codigo “99 lines” adota uma metodologia de
otimizacdo topologica baseada na minimizacéao da flexibilidade média, o codigo desenvolvido
neste trabalho tem como objetivo a minimizac&o de massa sob restricdes de tensdo. Apesar de
diferengas nas metodologias, as configuracdes topoldgicas finais obtidas foram similares,
apresentando massas finais proximas. No entanto, as estruturas geradas pelo codigo "99 lines"
apresentaram maior rigidez, uma vez que 0 objetivo desse cddigo € maximizar a rigidez
estrutural, além disso, alguns elementos destas das vigas atingiram tensdes superiores ao limite
estipulado no cédigo desenvolvido, pois o codigo "99 lines" ndo considera um limite admissivel
de tensdo. Esses resultados demonstram que, apesar das diferencas nos métodos de otimizacédo,
0 codigo produzido gerou solugbes topoldgicas que sdo validas e correspondentes as
tradicionais, confirmando a eficidcia do método de minimizacdo de massa com restricGes de
tensdo proposto no estudo. A congruéncia das configuracGes obtidas e a eficacia estrutural
garantida validam a adequacdo da metodologia proposta para aplicacdes praticas em engenharia
estrutural.

Conclui-se que a metodologia de otimizacdo topoldgica com restricdes de tensdo é
eficiente na criacdo de subestruturas submarinas e também sera uma importante contribuicao
para o progresso da engenharia estrutural em projetos complexos, como o SNCA. Utilizar esta
metodologia em projetos de estruturas subaquéticas trard beneficios, permitindo a construcéo
de estruturas mais leves e eficientes, atendendo aos requisitos rigorosos de seguranga e
funcionalidade.

Com base nos resultados obtidos, sugere-se o aprofundamento do estudo, abrindo
oportunidades para futuras investigacGes, como a aplicagdo de técnicas de otimizagdo
topoldgica em diversas areas do submarino. A metodologia desenvolvida pode ser aplicada, por

exemplo, em elementos como as anteparas, que também demandam uma distribuicao eficiente
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de material, ou em estruturas mais complexas. Além disso, a combina¢do da otimizacao
topoldgica com métodos de manufatura aditiva, conforme discutido na Secdo 5.4, pode
viabilizar a fabricacdo de pecas complexas e leves, utilizando ligas de alta resisténcia. A
integracdo dessas técnicas com novos materiais tem o potencial de promover avancos
significativos na reducdo de peso e na melhoria da resisténcia estrutural, contribuindo, assim,

para a viabilidade e eficiéncia do submarino.
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Realizando a integracdo analitica da Eq. (14), obtém-se as Eqs. (43) para célculo de cada

posicao da matriz local de rigidez simétrica 8x8 K.

Ke(1,1) = (252 4 34, + 222),
Ke(1,2) = = (345, + 251 + 2222 4 30,
0 - (242,

Ke(14) = (34, — 202 4 2 34,
Ke(15) = —1 (22 + 34, + 222),

Ke(1,6) = —— (34, + 202 + 22022 4 34,
Ke(1,7) _ ( bA11 aA33)

Ke(1,8) = —(—3Ap, + 202 - 222 4 34,,),
Ke(2,2) =2 (ZaA22 + 3A23 2bA33)1

Ke(23) = —(—3A, - 252 + 222 4 30,,),
T

Ke(25) = —= (38, + 22 4 2222 434, ),
Ke(26) = —= (22434, + bA33),
Ke(27) = = (385, + 250 - 22022 _ 34, ),
Ko(28) = (224 b%)

Ke(33) = ¢ (552 - 38,5 + 252),

Ke(34) = — (=3, + 08 + 222 - 30,,),
Ke(39) = (2 - %52)

Ke(36) = (341 + 2512 - 522 —3A,,),
Ke(3,7) = (- 222+ 3A,; - 22),

(43)
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(43)

cont.
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Apéndice B — Implementacéo da analise estrutural por

elementos finitos

A seguir sera detalhado o cddigo desenvolvido para o célculo de elementos finitos em
um modelo retangular (4x2 elementos) composto por oito elementos quadrados de quatro nos.
A implementacéo utiliza a linguagem de programacdo MATLAB e abrange desde a definicédo
das propriedades do material até o calculo das tensbes de von Mises. Cada trecho do cddigo

sera detalhado.

Definicdo das propriedades do material e coordenadas dos nés

e t=1; - Espessurado elemento;
e E=1;-Mobdulo de elasticidade do material;
e nu=0.3; - Coeficiente de Poisson do material; e
e Tlimite = 1 - Limite de tensdo permitido.
Essas propriedades sdo fundamentais para a defini¢do do comportamento do material e
a geometria do modelo. A escolha dos parametros E e nu (v) € baseada nas propriedades

mecanicas do material em estudo.

Geracdo da malha de nés

num_elems_x =4;
num_elems_y = 2;
x=4;
Ly =2;

% Gerar a malha de nos

dx = Lx / num_elems_x;

dy =Ly /num_elems_y;

nodes = [];
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forj=0:num_elems_y

fori=0:num_elems_x
nodes = [nodes; i*dx, j*dy];
end

end

e num_elems_x =4; - NUmero de elementos na direcdo X;
e num_elems_y = 2; - NUmero de elementos na direcao y;
e Lx=4; - Comprimento total na direcdo x; e
e Ly =2;- Comprimento total na direcdo y.
Este trecho de cddigo gera a malha de nos para 0 modelo retangular, distribuindo os nos

uniformemente ao longo das dimensdes especificadas.

Conectividade dos elementos

% Funcdo para obter a conectividade dos elementos
connectivity = [];
forj=1:num_elems_y
fori=1:num_elems_x
nl=(num_elems x+1)* (j-1)+i;
n2=nl+1;
n3=nl+num_elems x+1+1;

n4 =nl+num_elems x+1;

connectivity = [connectivity; n1, n2, n3, n4];

end

end

e connectivity - Matriz de conectividade que define os nds que compdem cada elemento,
assim como a sequéncia dos nos.
A conectividade dos elementos é essencial para determinar como 0s nds se conectam

para formar os elementos no modelo (Zienkiewicz; Taylor, 2000).
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Definigdo das fungdes de forma e derivadas

% Fungdes de forma para o elemento de 4 nds

N1 = (1/4)*(1-ksi)*(1-eta);
N2 = (1/4)*(1+ksi)*(1-eta);
N3 = (1/4)*(1+ksi)*(1+eta);
N4 = (1/4)*(1-ksi)*(1+eta);

e N1, N2, N3, N4 - Func¢des de forma para os quatro n6s do elemento quadrado.
As funcdes de forma N; sdo derivadas da interpolacdo de Lagrange, amplamente

utilizada na formulacdo dos elementos finitos (Zienkiewicz; Taylor, 2000).

Calculo das derivadas das fung¢des de forma e matriz jacobiana

% Derivada das fun¢des de forma

M = [diff(N1,ksi) diff(N2,ksi) diff(N3,ksi) diff(N4,ksi);

diff(N1,eta) diff(N2,eta) diff(N3,eta) diff(N4,eta)];

e M - Matriz das derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas naturais & e

H.

A matriz M contém as derivadas das fungdes de forma em relacdo as coordenadas
naturais e € utilizada para calcular a matriz Jacobiana, que é fundamental para a transformacéo
das coordenadas do elemento do sistema de coordenadas naturais para o sistema de coordenadas

globais.

Matriz de propriedades elaticas do material

% Matriz de rigidez do material

D=(E/(1-nu”2))*[1nu0;nul0;00(1-nu)/2];

e D - Matriz de propriedades do material, que relaciona tensdes com deformagdes no

elemento.
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Montagem da matriz de rigidez global

elem_coords=[00;10;11;01];
J=M * elem_coords;
B=inv(J) * M;
B=[B(1,1) 0B(1,2) 0B(1,3)0B(1,4)0;
0B(2,1) 0B(2,2) 0 B(2,3) 0 B(2,4);
B(2,1) B(1,1) B(2,2) B(1,2) B(2,3) B(1,3) B(2,4) B(1,4)];

Ke = double(int(int(B' * D * B * t * det(J), ksi, [-1 1]), eta, [-1 1]));

e J - Jacobiano do elemento, calculado multiplicando-se a matriz das derivadas das
funcbes de forma M pelas coordenadas dos nés do elemento;

e B - Matriz que relaciona os deslocamentos nodais com as deformacdes no elemento; e

e Ke - Matriz de rigidez de um elemento individual.

O Jacobiano é crucial para transformar integrais sobre o elemento em integrais sobre o
espaco natural, facilitando a analise e solucéo dos problemas de elementos finitos. O calculo do
Jacobiano (J) e a construcdo da matriz B sdo passos cruciais na formulacao de elementos finitos,
conforme discutido por Zienkiewicz e Taylor (2000).

A matriz B combina as derivadas das funcdes de forma em relacdo as coordenadas
naturais, permitindo o calculo das deformacGes em funcdo dos deslocamentos nodais. Este é
um passo fundamental na andlise de elementos finitos, pois relaciona diretamente o0s
deslocamentos com as deformaces internas no elemento.

A matriz de rigidez é fundamental para a andlise estrutural e é obtida através da
integracdo de produtos envolvendo as matrizes B e D.

Definicéo das condigdes de contorno

fixed_nodes = find(nodes(:,2) == 0);

F_global = zeros(2*(num_elems_x+1)*(num_elems_y+1), 1);

F global(2*¥13-1) = 1;

o fixed_nodes - N6s com deslocamento restrito (fixos); e

e F_global - Vetor de forgas nodais aplicadas no sistema.
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A definicdo das forcas e deslocamentos é baseada nas condi¢fes de contorno e cargas
aplicadas ao sistema.

Ajuste das condic¢des de contorno

% Ajustar a matriz de rigidez global e o vetor de forgas para as condi¢des de contorno

for i = 1:length(fixed_nodes)
node = fixed_nodes(i);
dof = [2*node-1, 2*node];
K_global(dof, :) = 0;
K_global(:, dof) = 0;
K_global(dof, dof) = eye(length(dof));
F_global(dof) =0;

end

Este trecho de codigo ajusta a matriz de rigidez global e o vetor de forgas para levar em
conta as condicdes de contorno, fixando os nés na base.

Resolucdo do sistema de equacdes

u_global = K_global \ F_global;

e u_global - Vetor de deslocamentos nodais.

A resolucdo do sistema de equac@es lineares é realizada utilizando métodos numéricos
eficientes. No MATLAB, o operador “\” é chamado de mldivide.

Célculo das deformacdes e tensbes

Tvm_all = calcularTensaoVonMises(nodes, connectivity, fixed _nodes, F_global, Ke, t, E, nu, M, D, ksi, eta, rho);
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Apéndice C — Implementacdo do metodo de otimizacao

com fmincon

A seqguir, serd apresentado o detalhamento do codigo desenvolvido para a aplicagéo do
método de otimizacdo. Inicialmente, sera explicado como o fmincon foi configurado e utilizado

no processo, seguido pela descricdo da implementacéo da otimizagéo topoldgica.

C.1 Implementacéo do fmincon

1. Definicdo da Funcao Objetivo: A funcéo objetivo é definida para calcular a massa total

da estrutura, incluindo os termos de penalizacéo para as restrigdes de tenséo:

function L = objectiveFunction(rho, elem_areas, t, lambdas, mu, Tlimite, Tvm_all)

hs = zeros(size(rho));
fori=1:length(rho)
hs(i) = max((Tvm_all(i) / Tlimite - 1), - lambdas(i) / mu);
end
L =sum(rho .* elem_areas) * t + (1/NoE)*(sum(lambdas .* hs) + sum(mu .* hs.A2 / 2));

end

2. Configuracdes da Otimizacdo: O otimizador fmincon é configurado para utilizar o
algoritmo SQP, que € adequado para problemas de otimizacdo com restricdes nao
lineares. As opcdes de configuracdo sdo definidas para ajustar o algoritmo de otimizagédo

e a saida de informacGes durante a execucao:

options = optimoptions(‘fmincon’, 'Algorithm’, 'sqp', 'Display’, 'iter');

o Algorithm: Define o algoritmo a ser utilizado pelo fmincon. Neste caso, 'sqp’

indica que sera utilizado o algoritmo de Programacao Quadratica Sequencial;
« Display: Configura o nivel de detalhes das informagfes exibidas durante a
execucgdo. 'iter' indica que informacdes detalhadas sobre cada iteracdo seréo

exibidas, permitindo monitorar o progresso da otimizagéo; e
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3. Execucdo da Otimizacao: O fmincon é chamado para minimizar a fungéo objetivo com
as restricdes e opcdes configuradas. A funcéo objetivo e as restri¢cdes sdo passadas como
argumentos, juntamente com os limitantes inferiores e superiores das varidveis de

densidade. As densidades iniciais sdo passadas como p:

[rho_opt, fval] = fmincon(fun, rho, [], [1, [1, [I, e*2*ones(NoE, 1), ones(NoE, 1), [], options);

o fun: A funcéo objetivo a ser minimizada, que calcula a massa total da estrutura;

« rho: Vetor de densidades iniciais dos elementos;

» []: Espacos reservados para restri¢des lineares de desigualdade e igualdade, que
ndo sdo utilizadas neste problema;

o e”2*ones(NoE, 1): Limitante inferior das varidveis de densidade, definido como
e2 para garantir que as densidades no sejam reduzidas a zero;

o ones(NoE, 1): Limitante superior das variaveis de densidade, definido como 1
para garantir que as densidades ndo ultrapassem 1; e

« options: Estrutura de opgdes configurada anteriormente para ajustar o algoritmo

de otimizacdo e a saida de informacoes.

Nas solugdes apresentadas, é utilizado o algoritmo SQP, que é uma técnica utilizada
para resolver problemas de otimizacdo ndo linear com restri¢des. Este método é eficaz na busca
de solucdes 6timas para problemas complexos, onde tanto a fungéo objetivo quanto as restricdes

podem ser ndo lineares. O SQP é conhecido por sua robustez e eficiéncia.

C.2 Otimizacao topoldgica

Aqui serd descrita a implementacdo computacional do algoritmo utilizado para
otimizagdo topoldgica considerado neste trabalho, utilizando MATLAB, aplicando o MEF e o

algoritmo de otimizagao fmincon com o critério de tensdo de von Mises.

Definicdo da funcéo objetivo e restricdes

lambdas = ones(NoE, 1);

mu = 10;
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gamma = 0.1 * ones(NoE,1);

beta = 0;

options = optimoptions('fmincon’, 'Algorithm', 'sqp', 'Display’, 'iter');
initial_rho = ones(NoE, 1);

elem_areas = calcElementAreas(nodes, connectivity);

initial_mass = sum(initial_rho .* elem_areas * t);

max_iters =4;

e=0.3;

e rho - Densidades iniciais dos elementos;

e lambdas - Multiplicadores de Lagrange;

e mu - Pardmetro de penalizacéo;

e gamma — Fator de ponderagéo adaptativo;

e beta - Pardmetro de suavizacdo;

e options - Configuragdes do algoritmo fmincon;
e elem_areas - Areas dos elementos;

e initial_mass - Massa inicial da estrutura;

e max_iters - NUmero méximo de iterac0es; e

e e — Fator de relaxacao.

Execugéo da otimizagéo

for iter = 1:max_iters

e = max(0.001,e);

ifiter > 2

beta = 3;

end

fun = @(rho) objectiveFunction(rho, nodes, connectivity, t, lambdas, mu, Tlimite, fixed_nodes, F_global, Ke, E,
nu, M, D, ksi, eta, e, gamma, beta, NoE);

[rho_opt, fval] = fmincon(fun, rho, [], ], [], [], e*2*ones(NoE, 1), ones(NoE, 1), [], options);

rho = rho_opt;

Tvm_all = calcularTensaoVonMises(nodes, connectivity, fixed_nodes, F_global, Ke, t, E, nu, M, D, ksi, eta, rho);

fori=1:NoE

h = max((Tvm_all(i) / Tlimite - 1 - e / rho(i)), - lambdas(i) / mu);

lambdas(i) = lambdas(i) + mu * h;

end
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mu =mu * 1.05;

e=e-0.1;

end

e rho_opt - Densidades otimizadas dos elementos;

Resultados da otimizacao

final_mass = sum(rho .* elem_areas * t);

weight_reduction_percentage = ((initial_mass - final_mass) / initial_mass) * 100;

e final_mass - Massa final da estrutura; e

e weight_reduction_percentage - Reducgédo percentual de peso.

Funcoes auxiliares

function [L, gamma] = objectiveFunction(rho, nodes, connectivity, t, lambdas, mu, Tlimite, fixed_nodes, F_global,
Ke, E, nu, M, D, ksi, eta, e, gamma, beta, NoE)
elem_areas = calcElementAreas(nodes, connectivity);
rho =1 - exp(-beta * rho) + rho * exp(-beta);
Tvm_all = calcularTensaoVonMises(nodes, connectivity, fixed_nodes, F_global, Ke, t, E, nu, M, D, ksi, eta, rho);
hs = zeros(size(rho));
for i = 1:length(rho)
hs(i) = max((Tvm_all(i) / Tlimite - 1 - e / rho(i)), - lambdas(i) / mu);
end
L =sum(gamma .* rho .* elem_areas) * t + (1/NoE) * sum(lambdas .* hs + mu .* hs.*2 / 2);
fori=1:length(rho)
if Tvm_all(i) > Tlimite
gamma(i) = max(0.7 * gamma(i) - 0.1, 0);
else
gamma(i) = min(2.5 * gammaf(i) + 0.5, 4);
end
end

end

function Tvm_all = calcularTensaoVonMises(nodes, connectivity, fixed_nodes, F_global, Ke, t, E, nu, M, D, ksi,

eta, rho)




K_global = zeros(2*size(nodes,1));
eps = le-6;
for e = 1:size(connectivity, 1)
elem_nodes = connectivity(e, :);
elem_dof = [2*elem_nodes(1)-1 2*elem_nodes(1) 2*elem_nodes(2)-1 2*elem_nodes(2) ...

2*elem_nodes(3)-1 2*elem_nodes(3) 2*elem_nodes(4)-1 2*elem_nodes(4)];

K_global(elem_dof, elem_dof) = K_global(elem_dof, elem_dof) + (eps + (1 - eps) * rho(e)*3) * Ke * rho(e);

end

fori = 1:length(fixed_nodes)
node = fixed_nodes(i);
dof = [2*node-1, 2*node];
K_global(dof, :) = 0;
K_global(:, dof) = 0;
K_global(dof, dof) = eye(length(dof));
F_global(dof) = 0;

end

u_global = K_global \ F_global;

Tvm_all = [];

for e = 1:size(connectivity, 1)
elem_nodes = connectivity(e, :);
elem_dof = [2*elem_nodes(1)-1 2*elem_nodes(1) 2*elem_nodes(2)-1 2*elem_nodes(2) ...

2*elem_nodes(3)-1 2*elem_nodes(3) 2*elem_nodes(4)-1 2*elem_nodes(4)];
u_elem = u_global(elem_dof);
elem_coords = nodes(elem_nodes, :);
J=M * elem_coords;
B=inv()) * M;
B =[B(1,1) 0 B(1,2) 0 B(1,3) 0 B(1,4) O;
0B(2,1) 0 B(2,2) 0 B(2,3) 0 B(2,4);
B(2,1) B(1,1) B(2,2) B(1,2) B(2,3) B(1,3) B(2,4) B(1,4)];

B = subs(B, {ksi, eta}, {0, 0});
EPS =B * u_elem;
T=D*EPS;

% Extragdo das tensGes
sigma_x = double(T(1)); % Tensdo normal na diregdo x
sigma_y = double(T(2)); % Tensdo normal na dire¢doy
tau_xy = double(T(3)); % Tensdo de cisalhamento no plano xy

% Cdlculo das tensdes principais

sigma_avg = (sigma_x + sigma_y) / 2;
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R = sqgrt(((sigma_x - sigma_y) / 2)"2 + tau_xy”"2);

% Tensdes principais
sigma_1 =sigma_avg + R; % Tensdo principal maxima
sigma_2 =sigma_avg - R; % Tensdo principal minima

% Armazenar as tensdes principais em uma lista (opcional)
Tp = [sigma_1, sigma_2, 0];

% Calculo das tensGes de von Mises
Tvm = sqrt(0.5*((T(1)-T(2))22 + (T(2)-T(3))*2 + (T(3)-T(1))"2));
Tvm_all = [Tvm_all; double(Tvm)];

end

end

Estas funcbes sdo responsaveis por calcular a funcdo objetivo (L) e as tensbes de von

Mises (Tvm) dos elementos.
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